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0 objectivo do trabalho efectuado, foi obter um born esquema de controlo que usasse a 

inform~iio sobre a dinimica do sistema (no sentido ffsico de forcas e momentos), de modo a conseguir- 
se born desempenho. Este objectivo decorreu da observacao das limita~0es dos controladores baseados 

em modelos cinematicos. A nossa inten~iio foi a de desenvolver um modelo dinamico suficientemente 

completo e utilizavel, e de, usar este modelo para desenvolver o controlo do vefculo, 

Para atingir este objectivo desenvolvemos um modelo para a dinamica do systema. Introduzimos 

tambem modelos para o atrito entre o robot e o piso pennitindo desta forma modelizar a derrapagem do 

vefculo. 0 problema das perturbacoes causadas pelas rodas livres de apoio foi tambem estudado e 

modelizado. 

Foram analisadas varias tecnicas de identificacao de sistemas para a determinacao experimental 

dos parametros do modelo. 

Apresentou-se uma arquitectura de controlo tendo em vista o enquadramento do problema de 

controlo. A traject6ria foi definida como sendo composta pela composicao de varias modalidades 

basicas que foram caracterizadas. 

De modo a obtermos um esquema de controlo para o veiculo, recorreu-se a Iinearizacoes do 

modelo e usaram-se reguladores lineares quadraticos, Estes esquemas foram comparados com 

controladores alternativos, baseados em controlo linear classico aplicado a variantes do problema 

original. 

Os diferentes esquemas de controlo foram analisados em termos de desempenho e custo. 

Esta tese foca os problemas de modeli~o, identifica~iio e controlo de uma classe de sistemas 

no campo da rob6tica m6vel. 0 tipo de robot m6vel estudado consiste num vefculo terreste com rodas 

com tra~iio e direc~iio diferencial. Este tipo de robot, tern dois motores independentes responsaveis 
pela trac~iio e pela dire~iio que e conseguida por diferentes vclocidades em cada motor. A platafonna 

m6vel usada na tese como exemplo, foi a Robuter II ™ fabricada pela companhia francesa Robosoft 
TM 

REsUMO 
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This thesis adresses issues of modelling, identification and control of a particular class os 

systems in the field of mobile robotics. The type of mobile robot studied is a wheeled mobile robot 

(WMR) with diferential steering and drive. This kind of robot has two motorized wheels that are 

responsible for the driving and also for the steering (accomplished by issuing diferent speeds to each 

wheel). The robot used in the tests and as an example is the Robuter Il ™,made by the French company 

Robosoft™. 

The objective of the work reported here is to obtain a good control scheme that uses information 

related with the dynamic of the system (in the physical sense of dynamics, forces and inertia), in order 

achieve good perfomance. This comes from the limitations observed in control schemes based on 

kinematic models. Our aim is to develop a tractable dynamic model for the robot and use this model to 

synthetise its controller. 

To achieve this objective, we developed a model for the vehicle that used the dynamic and 

kinematic model of the system. We also modelled the friction forces between the robot and the ground 

allowing splippage for the vehicle. The impact of the perturbations added by the (supporting) free 

wheels was also modeled. 

With the model avalable, various techniques of systems identification were analysed for the 

determination of the model parameters. 

A suitable control architecture is presented in order to give a adequate framework for the control 

problem. The problem of defining the reference for the control system was studied and the trajectory 

defined as a concatenation of basic primitives. 

In order to sinthetise a control scheme for the vehicle, we relied either in linearizations of the 

model obtained and used linear quadratic regulators, or, in classical linear control techniques. 

A general method to achieve tracking of the trajectory for this class of vehicles based on 

previously developed control schemes, was proposed. 

The different control schemes were analysed in terms of performance and cost. 

ABSTRACT 
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0 estudo dos problemas asssociados a rob6tica m6vel, constitui hoje em dia uma area de grande 

interesse e de forte aplicabilidade pratica, De facto, os robots m6veis podem ser usados quer por 

motivos econ6micos, por imperativos de seguranca, por facilidade tecnica ou mesmo com fins hidicos. 

Vemos robots m6veis em ambientes industriais, contribuindo para uma maior produtividade em 

tarefas de transporte, limpeza ou manutencao. Sao utilizados robots para efectuar operacoes em locais 

inacessfveis ao homem, ou onde a sua seguranca poderia estar em perigo. Por exemplo, utilizam-se 

robots m6veis para aceder e trabalhar em centrais nucleares ou em zonas de forte contaminacao 

radioactiva, ou para o combate ao fogo e o eventual resgate de pessoas e hens em caso de incendio. 

No mar, sao utilizados na prospeccao de minerio no fundo dos oceanos, na inspeccao de 

equipamentos e estruturas submersas (platafonnas de extraccao de petr6leo, barragens, diques, pontes, 

navios, etc), no estudo da vida marinha e em tarefas de investigacao hidrografica. 

No espaco, sao utilizados para a exploracao planetaria, constituindo uma altemativa mais 
simples tecnologicamente e mais econ6mica face a exploracao humana. De facto, muitas vezes sao a 

iinica altemativa possfvel para o estudo desses corpos celestes, como e o caso das sondas espaciais que 

exploram o sistema solar exterior. 

A grande aplicabilidade dos robots m6veis reside, portanto, no facto de constituirem um meio 

economicamente vantajoso para a execucao de determinadas tarefas, ou serem a melhor altemativa de 

execucao existente. 

1.1 Consideraeoes gerais 

INTRODU<;AO 

CAPITULOl 
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Estes dois principios orientam hoje em dia grande parte da investigacao cientffica ef ectuada 

nesta area. Tendo em vista atingir estes dois objectivos, imimeros problemas nos surgem, que viio sendo 

resolvidos total ou parcialmente ~ medida que o conhecimento humano e a tecnica evoluem. As maiores 

dificuldades encontradas siio de natureza tecnica, econ6mica e mesmo social. Naturalmente, o tipo de 

problemas que estamos mais interessados em resolver, enquadra-se nos da primeira categoria. Nestes, 

podemos incluir os de navega~aonocalizai;iio, planeamento, gestiio de missoes, deteccao e desvio de 

obstaculos, controlo, etc. 

Embora o conhecimento te6rico em cada um destes campos esteja em diferentes estagios de 

desenvolvimento, niio s6 a teoria existente limita as aplicacoes possfveis como existem dificuldades que 

se tomam mais crfticas dependendo do tipo de aplicacao da rob6tica m6vel. 

Por exemplo, a airea de detect;io e desvio de obstaculos em tempo real, encontra-se bastante 

subdesenvolvida devido a limitacoes de caracter tecnol6gico, tais como: qualidade e rapidez de 

resposta dos meios sensoriais existentes e limitai;iio de capacidade de calculo (que tende a aumentar 

com o decorrer do tempo). Uma vez que os meios de percepcao sensorial siio limitados (sonar, "laser 

rangefinders", visao, detectores de c6digo opticos, e eventualmente radar em aplicacoes exteriores), niio 

e possfvel detectar obstaculos m6veis com rapidez e certeza suficientes. Alem da resolucao dos 

problemas inerentes a cada tipo de sensores usados (falsos ecos, lentidao de resposta nos sonares, baixo 

alcance em rangefinders, detec~iio de caracterfsticas e elimina~iio de rufdo em visao, etc), temos 

tambem o problema da integracao sensorial e da analise l6gica e qualitativa da situa'riio (saber por 

exemplo, se estamos na presence de um obstaculo imprevisto, se e algo que pertence ao mapa ou 

puramente rufdo ). 

As quest0es de planeamento e coordenacao de miss0es/tarefas siio hoje em dia um t6pico de 

estudo na comunidade cientffica, quer pela sua aplicacso na area da rob6tica m6vel, quer pela aplicacao 

noutros domfnios. Podemos no entanto dizer que outro tipo de problemas (como o controlo e a 

localizacao) tern de ser satisfatoriamente resolvido para que nos estas tarefas se tomem crfticas no 

desempenho do robot m6vel. 

Um dos mais prementes t6picos de estudo e o da localizacao e navegacao, uma vez que e sempre 

necessario saber a localizacao do robot para que este possa executar as tarefas que deve cumprir. Nos 

robots m6veis terrestres, temos como meios possfveis de localizacao, por exemplo, o sonar, a 

triangularizacao por feixes radio OU 6pticos (por "beacons" laser OU radio), 0 GPS, 0 campo magnetico 

da Terra (atraves de bussolas electr6nicas) ou a hodometria (medi~iio da distancia percorrida pelo 

numero de voltas dado por uma ou varias rodas). Todos estes meios possuem as suas limitacoes. A 

hodometria e o mais econ6mico, mas apresenta o grande inconveniende de acumular os erros e de ser 

sensfvel ao escorregamento. A informacao proveniente dos sonares e "rangefinders" (estes ultimos 

estiio limitados em alcance e siio caros) e ruidosa e necessita de processamento para obter um 

posicionamento fiavel (assim como as tecnicas de visiio que exigem grande capacidade de calculo). 

Dependendo do meio ambiente, a utiliza~iio destes dispositivos pode ser problematica, como por 
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exemplo a utili~ao de sonares em meios pouco estruturados (sendo pois necessaria a constru1rao do 

mapa ao mesmo tempo que se localiza o vefculo) ou com superffcies que causam mas ou mliltiplas 

reflexoes. 0 GPS ( "Global Positioning System", sistema de posicionamento global por meio de 

triangularizacao radio com uma rede de satelites) tern o problema deter um erro na ordem dos 100 m 

(em todo o globo terrestre!), embora se possa reduzir significativamente este erro atraves do uso de 

varies receptores, nao se toma viavel aplicar quando a precisao tern de ser muito maior como por 

exemplo dentro de ediffcios, Alem disso, dado que e um sistema radio nao funciona bem dentro de 

ediffcios de betao ou com estruturas metalicas, e e imitil no meio subaquatico ( devido a forte atenuacao 

das ondas radio neste meio). As bussolas alem de s6 fomecerem orientacao, sao sensfveis a objectos 

metalicos nas suas proximidades e a campos magneticos no ambiente (incluindo os causados pelos 

motores do pr6prio vefculo), o que as toma de dfficil aplicabilidade. 

A solucao consiste em usar o maior mimero e mais variado tipo de sensores de modo a obter 

bastante informa1rao sobre o meio onde o robot se desloca e dela inferir a sua posicao. 0 estudo da 

fusao sensorial atrai bastante a comunidade cientifica, tendo-se verificado alguns progressos 

[Leonard92], [Curran92], [Ramos95]. 

0 t6pico do controlo, por si s6 constitui uma vasta area de estudo, tendo sido aplicadas irnimeras 

solucoes na area da rob6tica m6vel. 

Os robots m6veis possuem caracterfsticas que dificultam o seu controlo. Geralmente, estes 

sistemas sao nao-lineares e possuem varias variaveis de entrada e safda (MIMO). Alem disso, alguns 

vefculos (como o caso do que vamos estudar) sao niio-holon6micos (ver sec1rao 2.2.1). E precisamente 

os problemas associados ao controlo de um certo tipo de robots m6veis (terrestres com direccao 

diferencial) que vamos enderecar neste trabalho. 

A tarefa de controlar um robot (fazer com que este efectue uma dada missao ou traject6ria) 

exige uma descricao deste por forma a ser possfvel aplicar os sinais de controlo adequados a execucao 

pretendida. Este conhecimento caracteriza-se pela obtencao de um modelo matematico que descreva o 

sistema a controlar, e com base neste modelo sao concebidos esquemas de controlo e controladores que 

permitem que a sua resposta seja a desejada. 

Esta modelizacao pode ser feita de dois modos: por dedu1rao matematica (recorrendo as 
caracterfsticas ffsicas) ou por identiflcacao experimental. Enquanto que na primeira recorre-se as leis da 

Ffsica para sintetizar uma descrieso rnatematica deste, na segunda excita-se o sistema com sinais 

adequados a que a partir da sua resposta seja possivel obter um modelo matematico usando metodos de 

identificacao de sistemas. Esta altemativa tern a vantagem de ser necessario um menor conhecimento 

previo do sistema, necessitando apenas da sua disponibilidade para testes. Com base nos rnodelos, e 
assim obtida uma arquitectura de controlo e sao sintetisados controladores para o sistema. As 

caracteristicas do esquema de controlo estao pois inequivocamente ligadas ao tipo e as caracterfsticas 

do modelo usado para descrever o sistema. 
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No esforco de desenvolvimento de um esquema de controlo eficaz para veiculos aut6nomos 

terrestres, vamos-nos debrucar sobre um tipo particular de vefculos. Mais concretamente o tipo de 

vefculos a cstudar tern a tracc;io assegurada por rodas e a dirccc;iio e cfectudada pelo valor difcrcncial 

das velocidades (ou aceleracoes) de dois motores independentes. Este tipo de vefculos e usual em 

rob6tica m6vel tcrrestrc [Krogh89], [Fleury92) possuindo aJgumas propriedades mecanicas 

interessantes como por exemplo o facto de nao possuir esquemas de direccao mecanicamente 

complicados (como por exemplo os veiculos tipo triciclo [Cox88] e os com direcc;iio tipo Ackerman 

[Ellis69]). A sua principal desvantagem consiste em nao serem usuais fora da area de rob6tica m6vel. 

A escolha de se efectuar o estudo de um detcrminado tipo de vefculos deve-se por um lado a 
existencia de uma platafonna m6vel com estas caracterfsticas onde se podem experimentar os conceitos 

e tecnicas abordadas neste trabalho e, por outro, ao maior detaJhe e aplicabilidade pratica que se 

consegue ao fazer um estudo de um caso real e particular (face a uma abordagem generics 

necessariamente de cariz mais te6rico). 

A estrategia comum para obter um esquema de controlo para um robot m6vel terrestre ([Cox88], 

[Borenstein87], [Borenstein93], [Krogh89], etc) consiste em partir de um modelo cinematico deste e 

entiio desenvolver controladores apropriados. 

A nossa abordagem consistiu num esforco de modelizacao e de identificacao que permitisse 

desenvolver controladores mais adequados as caracterfsticas do vefculo. Neste sentido, modelizou-se a 

dinamica do robot de modo a poder-se levar em conta factores importantes como por exernplo a inercia 

do vefculo, sem no entanto deixar de se obter um modelo usavel. Alem disso, apresentaram-se alguns 

modelos possfveis para caracterfsticas importantes tais como o atrito ou o comportamento das rodas 

livres de apoio, que geralmente niio sao estudadas em rob6tica m6vel. Dos varies modelos obtidos, 

utilizou-se subsquentemente o modelo com nao-escorregamentn uma vez que este ja representa com 

boa fidelidade a dinamica do sistema e porque de uma forma geral nao se pretende que o robot opere 

fora dos limites de tracc;ao impostos pelo atrito. Alem disso, a caracterizacao do atrito requer 

equipamento e tecnicas especializadas que nao estao disponiveis. A modelizacao das rodas de suporte 

niio foi inclufda no modelo usado para controlo, uma vez que de uma forma geral, os efeitos nefastos 

1.2 Abordagem do problema 

Este trabalho insere-se no decurso da actividade de investigacao exercida na secc;ao de Decisio 

e Controlo do Instituto de Sistemas e Rob6tica no Porto, em rob6tica m6vel. Nomeadamente surge no 

seguimento do envolvimento do autor no projecto PO-Robot financiado pelo programa "Science for 

Stability" da NATO. 
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Na sequencia da abordagem previamente exposta comecamos por modelizar matematicamente o 

vefculo, no capftulo 2. Obtendo-se o seu modelo cinematico, e proposto um modelo dinamico para os 

motorcs e e cstudada a dinimica do ve{culo. Considera-se o caso de niio-escorregamento e siio 

analisadas as restri~0es impostas por esta situa<;ao. Para o caso de existir escorregamento, faz-se um 

estudo do atrito e propoem-se dois modelos. Estuda-se tambem o comportamento dinamico das rodas 

livres de apoio, sugerindo-se dois modelos para as suas caracterfsticas, No fim do capitulo, apresentam- 

se diferentes modelos globais que incorporam certas caracteristicas. Nomeadamente apresentam-se 

modelos para nao-escorregamento com e sem modelizacao das rodas de apoio, e modelos de 

escorregamento s6 na traccao ou escorregamento generico. 

No capftulo 3. obtem-se os valores numericos dos parametros bem como a caracterizacao em 

frequencia do modelo sem escorregamento sintetizado anteriormente. Assim, estuda-se a forma de 

efectuar experiencias de identificacao e compararn-se os resultados obtidos por dois metodos: o dos 

mfnimos quadrados e 0 rnetodo da variavel instrumental. 

Em seguida, no capitulo 4, e feito um enquadramento do problema de controlo apresentando-se 

uma arquitectura de controlo e analisando-se como o planeamento interage com o sistema a controlar. 

Estudam-se ainda as varias formas de referencia possivel para o sistema de controlo e formula-se o 

problema. Admite-se a constituicao da traject6ria como composicao de primitivas basicas que sao 

descritas, bem como a sua possivel interliga¥iiO. 

1.3 Organiza~ao da tese 

das rodas livres caracterizam-se por perturbacoes no estado inicial que posteriormente siio anuladas em 

regime permanente. 

Partindo do modelo obtido, foram estudadas arquitecturas de controlo e controladores baseados 

quer em desacoplamento do sistema MIMO com aplicacao de controlo proporcional-integral- 

derivative, quer em lineerizacoes do modelo do erro e em tecnicas de escalonamento de ganho 

automaticas. Esta sfntese foi feita levando em conta as necessidades e solicitacoes feitas pelo utilizador 

ao robot, ou seja, definiu-se previamente um enquadrarnento para o sistema de controlo. Esta tarefa 

consistiu em estudar o tipo de traject6rias geradas pelo planeador e a forma como estas siio fomecidas 

ao sistema. Este estudo permitiu-nos definir modalidades de controlo, que originam controladores mais 

eficientes do que os necessaries para referencias genericas. 

No controlo, admitiu-se sempre a disponibilidade de todo o estado do sistema, uma vez que niio 

era nossa inten<;ao fazer o estudo de problemas de navegacao ou estima¥iiO, estes assuntos siio focados 

em outros trabalhos tais como [Leonard92], [Curran92], [Silva94] . 
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Dispondo ja de um modelo do sistema e sabendo como e que este vai ser solicitado, no capftulo 

5 apresentam-se esquemas de controlo para o vefculo. Assim, partindo do trabalho ja efectuado, 

sugerem-se controladores obtidos por desacoplamento do sistema original e aplicacao de controladores 

PIO a erros compostos a partir do estado geral do veiculo. Sugere-se tambem um esquema de controlo 

que aplica a solu~ao do regulador linear quadratico a diferentes linearizacoes do modelo do erro no 

estado. Apresenta-se um metodo para efectuar o · seguimento de traject6rias genericas baseado em 

controladores para rectas, para contornar as dificuldades de aplicacao da solu~ao a certas modalidades 

de referencia, assim como para descrever ummetodo geral. Apresentam-se os resultados de simulacao e 

efectua-se a comparacao dos vlirios metodos propostos e a analise do seu desempenho. 

Por fim, sao tiradas as conclusoes no capftulo 6, onde tambem se analisam as perspectivas 

futuras de investigacao nesta area e a prossecucao do trabalho aqui exposto. 

Em apendice incluem-se alguns resultados necessaries para o desenvolvimento de esquemas de 

controlo para o vefculo e uma lista de abreviaturas e simbolos. 
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Neste capftulo vamos apresentar um modelo para um robot m6vel de direccao diferencial. A 

metodologia aqui seguida pode ser facilmente usada em outros tipos de vefculos, tais como os robots 

m6veis terrestres de direcr;ao convencional (tipo autom6vel) [Krogh89], [Pappas92], [Krogh91], de 

direcr;ao/tracr;ao sfncrona [Zhao92] ou com rodas omnidireccionais [Muir87]. 

A escolha de um vefculo de direccao diferencial prende-se com motivos de ordem pratica. De 

facto, o vefculo existente em laborat6rio e deste tipo e e nossa conviccao que o estudo de um caso 

particular permite obter um conhecimento detalhado de grande utilidade sem perda de generalidade. 

Apresentam-se as equacoes da cinematica e da dinamica, o modelo dos motores, bem como o 

do atrito. Finalmente, e apresentado o modelo dinamico global para diferentes situacoes no que diz 

respeito ao atrito nas rodas sem escorregamento, so com escorregamento na traccao e com 

escorregamento. 

0 estudo tendo em vista a obter um modelo bastante detalhado do veiculo, prende-se a dois 

motivos: por um lado, do modelo mais preciso podem ser retirados modelos mais simples que sao 

usados na identificacao e no controlo do veiculo. Por outro, o conhecimento detalhado do 

comportamento do robot, permite-nos determinar a ordem de grandeza (e portanto limite superior) do 

efeito dos desvios da linearidade nao considerados nos modelos mais simples. 

2.1 Introducao 

MODELO DO VEICULO 

CAPITUL02 
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Na analise cinematica e dinamica vamos considerar dois referenciais, um inercial e fixo ( XY ) e 

outro, m6vel, fixo no robot ( ij, um refercncial "body fixed"). Para origem deste ultimo vamos 

considerar o ponto 0 no meio do eixo de ~io do robot. 0 eixo i esta na dirCC9io do comprimento 

do robot (direccionado para a "frente") e o eixo jest! oa transversal (direccionado para a "esquerda"). 

Antes de escrevermos as equ~6es cinem81icas do vefculo, vamos escrevcr as equ~Oes 

cinematicas dos ceotros das rodas em fun~ do pooto 0 (ver Figura 2.1) e da orien~iio do vefculo. 

2.2.2 Cinematica do centro das rodas em fun~ao do ponto 0 

O vefculo pode ser considerado como tendo duas rodas motrizes independentes e fixas e duas 

rodas livres (castores) para garantir estabilidade, que permitem 3 graus de liberdade: posi~ao no piano x 

e y e ingulo de orien~ 8. 

0 robot m6vel aqui considerado esta sujeito a restricoes nao-holcnomicas. Esta caracterfstica 

torna o problema de controlo mais diffcil de resolver. 

Um sistema dinamico e geralmente caracterizado por um sistema de equacoes diferenciais. No 

entanto e usual existirem restri90es no estado desse sistema, como por exemplo, restricoes no espaco de 

estados admissfveis. Se estas restricoes involvem apenas os parametros de configura9ao do sistema 

( equacoes que envolvem apenas as coordenadas, ou posi90es num sistema mecanico) sao restri9oes 

holon6micas. 

As restricoes nao-holoncmicas surgem quando temos restricoes envolvendo as derivadas dos 

parametros de configuracao (o espaco de configuracao e o subspace de todas as possfveis "posi9oes" do 

robot [Laumond93], neste caso x, y e 8) e, como tal, nao limitam directamente o espaco de 

configuracoes possfveis. Sao traduzidas por equa90es nao-integraveis envolvendo as derivadas dos 

parametros de configur~ao. No caso do nosso vefculo, as restri90es niio-holon6micas incluem, por 

exemplo, as condicoes de niio-escorregamento que niio limitam directamente o conjunto de 

configuracoes possfvel, De facto, embora o veiculo possa te6ricamente estar em qualquer ponto do 

piano com qualquer orientacao, niio pode passar directamente de uma configura9ao arbitraria para outra 

sem efectuar manobras. Por exemplo: nao se pode mover lateralmente. 

Tambern se podera dizer que num certo sentido e globalmente controlavel mas niio localmente. 

0 facto de existirem restricoes nao holoncmicas leva a que nao se possa a priori restringir o 

espaco de estados de fonna a eliminar essas restricoes. Isto implica que tern de ser sempre consideradas 

quando estamos a resolver o problema. 

2.2.1 Nio-holonomia 

2.2 Clnematica 
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(2.8) YR2 =Yo -bsin(0)0-bcos(0)02 

(2.7) xR2 = x0 -bcos{0)0+bsin(9)02 

Da mesma fonna podemos obter a aceleraeao do ponto R2 em fun~ao da aceleracao angular e do 

ponto 0: 

(2.6) h1 =Yo +bsin(0)0+bcos(9)S2 

(2.5) xR, = x0 +bcos(0)0-bsin(0)02 

Derivando mais uma vez obtem-se a aceleracao de R1 em fun~iio dado ponto 0 e da aceleracao 

angular: 

(2.4) j•Rr = j•0 +bsin(0)S 

(2.3) xR1 = x0 +bcos(0)S 

Derivando as equa~6es (2.1) e (2.2) obtem-se a velocidade de R1 em fun~ao da velocidade de 0 
e da velocidade angular: 

(2.2) YRt =Yo -bcos(0) 

(2.1) 

Atendendo ~ figura anterior podemos escrever para o ponto R 1: 

XRI = Xo +bsin(0) 

Figura 2.1 - Diagrama de corpo livre do veiculo. 

x 

y 

Isto e f eito para que posterionnente se poss a escrever as equacoes dinamicas para as rodas. 
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Um aspecto importante a considerar na rnodelizacao do vefculo e o da descricao da sua 

dinamica, Este estudo e fundamental para que se possa englobar efeitos dinamicos no controlo, como, 

por exemplo, a inercia ou a resposta dos motores. Para efectuar este estudo, e necessario considerar as 

equairoes da dinamica dos motores na medida em que estas determinam os binaries que surgem nas 

equacoes da dinamica do corpo do vefculo. 

2.3 Dinamica 

onde o vector estado x e constitufdo por x, ye 0, e o vector de controlo u por vie v2• 

Este e o modelo mais utilizado [Muir87], [Krogh89], [Turennout92] para efectuar o controlo 

deste tipo de vefculos. 

(2.12) x = f (x,u) 

Admitindo que nao ha escorregamento, entao as velocidades v1 e v2 sao as velocidades lineares 

das rodas. Estas relacionam-se com as velocidades angulares atraves do raio. Usualmente o valor das 

velocidades angulares (ou lineares) das rodas e usado como controlo. 

Este modelo esta na forma : 

(2.11) 0= VI -V2 
2b 

(2.10) • VI +V2 • 0) y=--sm( 
2 

(2.9) i = vi +vi cos(0) 
2 

Admitindo que v1 e v2 sao as velocidades de R1 e R2 respectivamente, podemos escrever a 

velocidade angular ea velocidade de 0 em funirao de v1 e v2• 

2.2.3 Modelo cinematico do veiculo 
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(2.14) e=k,I 

Pelo facto de o motor se encontrar em movimento, o campo magnetico do indutor induz uma 

tensao (forca contra-electomotriz), Esta tensao induzida pelo movimento, cria uma forca que se opoe ao 

movimento do motor, dai a sua denominacao. 0 seu valor varia lineannente com a velocidade do 

motor. 

(2.13) T=k/ 

0 conversor DIA e de 12 bits pelo que possui uma resolucao de 2048 niveis de tensao em cada 

sentido, a que corresponde uma resolucao de 0.0"-5 V na tensso aplicada aos motores. 

Na pratica, podemos considerar o DAC mais o "driver" de potencia como um factor de escala na 

referencia dos motores. Ou seja, considera-se o conjunto linear e desprezam-se os efeitos da 

quantizacao introduzida pelo DAC. Note-se que cada nivel de quantizacao corresponde a 0.05 % do 

valor maximo, pelo que a variacao na referencia pode ser bem aproximada a uma variacao continua. 

0 binario produzido pelo motor e directamente proporcional a Corrente no seu induzido. 

Figura 2.2 - Conversor DIA e PWM. 

PWM l-48V a 48V ---~-FFF--~--D-/A __ __.1~--sv __ asv ~ 

Os motores que se vlio estudar neste caso, slio motores de corrente continua com imans 

permanentes. Vai-se considerar como variavel de controlo a tensao aplicada ao motor. Esta tensao, e o 

valor medic da fonna de onda gerada pelo conversor PWM, que controla o motor. 

Define-se por "software" um valor que, uma vez aplicado a um conversor digitaUanal6gico, 

produz uma tensao serve de referencia ao conversor PWM que controla os motores. A referencia e um 

valor entre OOOh e FFFh resultando uma safda no conversor DIA entre -SV e 5V. Este valor e aplicado 

ao PWM por fonna a fazer variar o seu "duty-cycle". Desta forma doseia-se a energia fomecida ao 

motor. A variayiio do "duty-cycle" traduz-se na pnitica por uma variayao do valor medic da tensao que 

e aplicada ao motor, isto porque o motor comporta-se como um filtro passa-baixo [Dewan84]. 

0 valor medic da tensao a saida do PW:M e um valor entre -48V e 48V correspondendo esta a 
tensao media que e aplicada aos motores. 

Na Figura 2.2 podemos observar um diagrama de blocos do sistema de interface entre o 

"software" e os motores. 

2.3.1 Motores 
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com: 

(2.20) 

OU 

(2.19) R· U ro=--' T+- k2 k 

ou, de outra forma: 

(2.18) 

de onde se pode concluir (2.16), substituindo (2.13) em (2.15) e atendento a (2.16), obtemos: 

R. 
U =-' T+kro 

k 

(2.17) Tt» = U/ -12 R ¢:::> k,Iro = (IR+k,ro)l -12 R 

0 que equivale a ter-se, a menos das perdas electricas no motor a potencia mecanica igual a potencia 

electrica, Desprezando as perdas de indu~iio, tern-se pois: 

(2.16) k, = k, = k 

E usual considerar: 

(2.15) U=l·R;+e 

Neste esquema desprezou-se a indutancia do motor L, eliminado-se desta forma uma 

componente da variavel de estado. Esta aproximacao e usual [Costa95], [Klafter89] uma vez que o 

efeito da indutancia e a introducao de um polo a altas frequencies. Como este niio e dominante, tern 

pouca influencia no comportamento do sistema que e um passa-baixo [Dewan84], [Klafter89]. 

Por anahse do esquema anterior podemos ver que: 

Figura 2.3 - Esquema equivalente do motor. 

, 11 
R 

u 

)· 
- - .. - - - - 

Motor 

Podemos observar na figura seguinte um esquema equivalente do motor: 
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Vamos considerar como ponto de interesse para o estudo da dinamica do vefculo o ponto 0. 

Este ponto e o qual se pretende que percorra uma dada traject6ria no espaco. 

Na Figura 2.5 podemos observar as forcas que actuam no robot. 

2.3.2 Dinamica do chassis 

No caso do robot m6vel em estudo, o binario de carga nao e constante, embora se actue na 

tensao do motor. 0 binario fornecido por cada um dos motores depende nao s6 da dinamica do vefculo 

(que determina a carga para os motores) como tambern da velocidade angular co dos motores que pode 

ser considerada como uma variavel de estado. 

menores. 

Quando o motor esta sem carga, a sua velocidade e maxima '°MAX· Por outro lado, quando o 

motor e bloqueado ("stalled", (1):::()), o seu binario e maxirno T5• Para diferentes valores de tensao: U e 

U ', as rectas que definem a rela1rao entre Te ro possuem igual inclina1rao mas rem ordenada na origem 

diferente. Para uma tensao menor, U' ambos os valores da velocidade e do binario maximos sao 

Figura 2.4 - Diagrama de bindrio-velocidade. 

T T s T' s 

U'<U 

co 
Figura 2.4. 

Podemos observar das equacoes apresentadas, que existe uma rela1rao linear entre a velocidade 

angular do motor roe o binario T que ele pode fomecer. Esta relacao e apresentada graficamente na 

(2.22) 

(2.21) 
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onde 10 pode ser obtido [Goldstein80) a partir do momento de inercia em rela~ao ao eixo vertical que 

passa pelo centro de massa, 

(2.26) 

A equa~ao dos momentos para o ponto 0 e, 
(2.25) 

Se, em alternativa, consideramos a velocidade linear do veiculo v, temos na mesma a lei de 

Newton sob a forma, 

(2.24) 

(2.23) 

Cingindo ao movimento no piano, e como tal, desprezando os momentos de "roll", consideram- 

se as forcas F e G, que actuam no eixo das rodas cuja largura e nula. F e G resultam da decomposicao 

da forca de atrito exercida nas rodas (e consequentemente no chassis do robot) nas componentes 

tangencial e normal a traject6ria. 

As forcas F, sao as componentes tangenciais e, como tal, responsaveis pela traccao, ou seja, pela 

aceleracso do vefculo. 

As forcas G sao as componentes norrnais causadas pela acelera~ao centripeta devidas a variacao 

da direccao da velocidade do vefculo no tempo, o que acontece quando o vefculo descreve uma curva. 

Sendo x e y como as coordenadas cartesianas do ponto 0 no referencial inercial (referencial XY) 

e 0 como a orientacao do vefculo, conforme a figura 2.5, podemos escrever a partir da lei de Newton, 

Figura 2.5 - Forcas que actuam no veiculo. 

x 

A 
Yi 
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onde Me a massa total do veiculo, e R e o raio de curvatura instantaneo da traject6ria. 

(2.32) Mv2 
Fc=-- 

R 

A forca centrfpeta F c pode ser dada em fun~ao do m6dulo da velocidade do vefculo, e do raio 

de curvatura descrito ao percorrer a traject6ria, 

(2.31) 

Uma vez que as forcas G, siio derivadas da aceleracao centrfpeta, podemos escrever: 

caracterfsticas dos motores. 

onde w1 e ro2, r1 e r2 siio as velocidades angulares e os raios das rodas 1 e 2 respectivamente. Assumiu- 

se que o momento de inercia de cada roda em relacdo ao seu eixo de rotacao e igual para as duas rodas 
sendo este lw As constantes k, ,k~ ,k1 e k2 siio dadas a partir de (2.21) e (2.22), dependendo apenas das 

(2.30) 

(2.29) 

Tal como ja foi visto anteriormente, o binario Te dado por (2.20), de onde podemos escrever: 

(2.28) lwci>w = T- F ·rw 

A forca G, por ter a mesma direccao da velocidade angular, e normal ao piano definido pela 

roda e niio contribui para a sua aceleracao angular. A velocidade angular da roda e Ww, rw e o seu raio 

e Te o binario fornecido pelo motor. Para a roda podemos escrever: 

Figura 2.6 - Forcas numa roda em movimento. 

Vamos agora obter mais duas equacoes atraves da aplica~iio das leis de Newton ao movimento 

das rodas. Para cada roda, podemos escrever uma equacao que relaciona o bimirio motor com a sua 

aceleracao angular. Na figura seguinte podemos observar um esquema das forcas que actuam em cada 

rod a. 

(2.27) 
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(atrito viscoso no seu eixo de ro~o), nao estao sempre alinhadas com o sentido do movimento 

desejado e nem se alinham instantaneamente, Aquando do inicio de um dado movimento, o niio 

alinhamento das rodas livres podera introduzir uma perturbacao muito significativa. 

Uma das principais dificuldades que obsta a que os castores sejam considerados na analise do 

Sistema, e 0 seu caracter aleat6rio. De facto, em duas situacoes identicas, podemos ter perturbacoes 

diferentes correspondendo a diferentes alinhamentos das rodas. Este caracter aleat6rio deve-se as 
caracteristicas do atrito e do solo, cuja superffcie e caracterizada por pequenas irregularidades. 

Uma vez que a dependencia da dinamica das rodas livres e a sua influencia na dinamica global 

pelas caracterfsticas locais do solo, nao e passfvel de ser definida por um modelo com rufdo conhecido, 

torna-se diffcil a sua caraterizacao. 

Um facto positivo no que diz respeito aos castores, e que estes tendem a alinhar com o 

movimento pretendido, sendo a perturbacao introduzida de caracter apenas transit6rio. Isto e, 0 Sistema 

constitufdo pelas rodas livres e estavel, e com o tempo tende sempre para um ponto de equilibrio. 

Quando se faz a analise do Sistema. C USUaJ considerar que OS castores SiiO perfeitos, isto e, SaO 

meramente pontos de apoio que possuem atrito nulo com o solo em todas as direccoes. Infelizmente na 

realidade tal niio acontece. As rodas lines alem de oferecerem resistencia no seu sentido de rolamento 

Nos robots com direccao diferencial, normalmente existem rodas livres que fomecem pontos de 

apoio adicionais. Geralmente, existem 2 rodas motorizadas independentes, responsaveis quer pela 

tracvao quer pela direccao, As rodas livres que proporcionam os pontos de apoio . designam-se de 

castores. 

2.4 Rodas livres 

(2.35) v 
R =-:- a 

0 sinal de Re determinado como sendo positivo para curvas em que 9 e crescente e negative 

para curvas em que 9 e decrescente. Note-se que R pode ser dado por: 

(2.34) ff R=± 
9 

Admitindo que temos duas rodas de largura nula e a inexistencia de escorregamento, podemos 

calcular R cinematicamente por: 

(2.33) 

A velocidade linear do veiculo, v, e dada por: 
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As rodas livres rodam em tomo de um eixo vertical que niio passa pelo seu centre de rota~ao 

(assinalado na figura por um circulo a preto). Deste modo, os pontos de contacto de cada roda com o 

solo (CI e C2) podem descrever uma circunferencia em torno desse eixo vertical (com raio 

aproximadamente igual ao raio da roda). Uma vez que, a variacao dos pontos de contacto com o angulo 

da roda e de facto pequena (devido ao raio ser pequeno), causando pouca variacao na distancia h e no 

iingulo que esta apresenta em relacao aos eixos do vefculo, vamos considerar os pontos C 1 e c2 fixos 

no eixo vertical de rotacao das rodas. 

Figura 2. 7 - Localizapio das rodas livres. 

frente. 

Quando se pretende incluir de alguma fonna os efeitos dos castores num modelo do veiculo em 

que se assume rolamento perfeito, encontra-se a dificuldade de, quando os castores estao desalinhados, 

as restri~aes de compatibilidade de rolamento serem violadas. Eventualmente, as rodas de trac~ao 

deixam de rolar perfeitamente o que viola algumas hipoteses subjacentes ao modelo e invalidando-o, 

Vamos, nesta sec~ao, tentar caracterizar, embora bastante aproximadadamente, as rodas livres. 

0 nosso objectivo e duplo: por um lado, ganhar algum conhecimento qualitativo face ao 

comportamento destas e, por outro, considerar os possfveis efeitos destas e de alguma fonna integrar 

este conhecimento por forma a evitar que surjam situa~0es de grande perturbacao causada por estas. 

Na figura seguinte podemos observar o robot em estudo com duas rodas livres colocadas a 
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Em cada roda livre vamos considerar o angulo entre a direccao da forca que a roda exerce no 

veiculo ea direc1rao longitudinal da roda ( ~, ver figura seguinte): 

(2.37) 
( 

vsin(0) +hSsin(cp+0)) 'If= arctan . 
vcos(0) + h0cos( cp + 0) 

(2.36) _ vcos(0)+h9cos(cp) v=--;.....;.. ;...:..;... 
COS('lf) 

cp e o angulo entre o eixo xx' e a componente da velocidade do ponto de apoio da roda livre 

(ponto C) devida a rotacao do vefculo (ou seja o brace vezes a velocidade angular hS). 'I' e o angulo 

entre a velocidade linear do ponto C e o eixo dos xx'. Esta velocidade e dada pela soma vectorial da 

velocidade linear do vefculo no ponto 0 (transladada para o ponto C) com a componente devida a 
rota1rlio do vefculo ( hS ). Podemos en tao escrever v em fun1rao de v e de 9 : 

Figura 2.8 - Yelocidades do ponto 0 e do ponto de apoio das rodas livres. 

c 

0 

Apresentamos aqui um modelo dinimico dos castores em que se considera a dinimica de cada 

roda livre (dinamica de ro~ao em tomo do eixo vertical), traduzindo-se os efeitos da roda por uma 

forca aplicada em cada ponto de contacto com o solo. Forca esta que vai alterar a dinamica de v e de 9 . 

Vamos considerar que a forca de oposi1rao ao movimento exercida em cada roda livre esta na 

mesma direccao da velocidade linear do ponto de contacto (V que nlio depende da orienta1rao da roda 

livre). Atente-se a figura seguinte: 

2.4.1 Modelo din8mico 
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As constantes kr1 e kr2 siio determinadas experimentalmente. Note-se que a derivada de !; e 
proporcional ao seno deste angulo, o que implica que desta forma !; tende para zero com o tempo, o que 

corresponde a situar;ao de as rodas alinharem com o decorrer do movimento. 

Para modelizarmos a forca de oposi~o que os castores exercem sobre o robot, vamos considerar 

que esta e dada pelo seno de !; , multiplicado por uma constante. 0 que quer dizer, que a forca sera 

maxima para um Angulo de 90 graus e minima para 0 graus. Ou seja, quando a roda se encontra 

colocada perpendiculamente cm relar;ao a direc1tiio de movimento, a forca de oposicao (causada pelo 

(2.39) 

Neste modelo vamos supor que a forea exercida pela roda livre no vefculo depende apenas do 

angulo de alinhamento ( !; ). lsto nao e totalmente verdadeiro, mas exprime a no1tiio de quanto mais a 

roda csta alinhada menor e a forca quc se exerce no robot. Por outro lado, vamos considerar que a 

dindmica das rodas livres e de primeira ordem. Mais uma vez isto e uma simplificacao, pois de facto as 

rodas livres alinham por acr;ao de forcas e momentos a que estiio sujeitas, o que no mfnimo sugere um 

sistema de segunda ordem. Esta simplificacao, e feita tendo em vista que os erros introduzidos pelos 

factores aleat6rios (caracterfsticas do solo. dinamica niio modelizada, modelo do atrito, etc) sao de ta! 

forma relevantes que, face a eles, nao se ganha precisao ao melhorar o modelo da dinamica, 

A dinarnica das rodas pode ser dada por um modelo como o seguinte: 

(2.38) 

0 angulo ex. e o Angulo entre direc~iio da roda e o eixo dos xx' do vefculo (medido em rela~iio ao 

semi-eixo negativo). F4 e a forca que se opoe ao movimento do vefculo e que esta direccionada no 

sentido oposto ao da velocidade do ponto de apoio C. Este angulo traduz a posi~iio da roda livre e pode 

ser dado por: 

Figura 2.9 - Roda livre. 

0 

v 
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Um facto que deve ser salientado e de que quanto ~ = ±1t. estamos perante uma situa-;ao de 

equilfbrio instavel, De facto, nesta situacao, e impossivel prever a priori para que "lado" vai a roda 

virar. A roda livre vai girar em tomo do eixo vertical, num sentido que vai depender dos factores 

aleat6rios em jogo. 

Podemos considerar que as rodas livres constituem uma incerteza do sistema a incluir no modelo 

de forma multiplicativa na safda [Chiang92]. [Maciejowsky 89], (ver figura seguinte). 

(2.46) 

(2.45) 

Alem das variaveis de estado ja existentes, temos que acrescentar mais duas, uma por cada roda 

livre. A dinamica destas e dada por (2.30). 

As componentes F"" e F d9, sao dadas por: 

(2.42) 

(2.41) 

Os efeitos da forca de perturbacao, vao ser traduzidos por dois termos que vao afectar a 

dinamica das velocidades do vefculo (equa~aes de v e 9 ). Assim, considerando os dois motores iguais, 

teremos no modelo global (ver sec~ao 2.8.1): 

(2.40) 

atrito) e maior, com angulos diferentes, o castor em parte roda e em parte escorrega pelo que a forca de 

oposicao nao e tao e)evada. 

Ouseja: 
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Deste modo, com uma aplica~iio continua do modo comum dos controlos, o desalinhamento 

tende para zero. Se o vefculo continuar a cfectuar o mesmo movimento, as rodas alinham a medida que 

o tempo passa. 

A perturb~o cm v, vai ser dcfinida como sendo linear na variavel de alinhamento. Quanto 

maior for o dcsalinhamcnto das rodas, maior vai ser a pe~ao introduzida na velocidade. 

(2.47) 

Uma hipotese aceitavel e de que o modo comum dos controlos influencia a taxa de variacao de 

<;, ou seja, que a aceleracao linear do vefculo e a principal responsavel pela rapidez de alinhamento das 

rodas. 

castores. 

Neste modelo, em vez de se alterar as equa!JOeS da · dinamica do vefculo, vamos considerar que 

as rodas livres vao introduzir a saida do sistema global, perturbacoes em V e 0 . 
E facil verificar que o modo comum dos controlos, uc = U 1 + U 2, influencia a aceleracao linear 

do vefculo e o seu modo diferencial, ud = U 1 - U 2, a aceleracao angular. Com base nesta constata~ao, 

vamos fazer depender a dinamica do sistema de rodas livres dos controlos, assim como as perturbacoes 

que este introduz. 

Consideraremos que <; = 0 corresponde a uma situai;iio de alinhamento perfeito dos dois 

Uma vez que o modelo anterior, alem de conter parametros de dificil identificacao, niio 

modeliza algumas situa!JOeS causadas pelas rodas livres, vamos nesta SCC!JiiO apresentar um modelo 

mais simples que o anterior, fundamentalmente para tomar mais facil a estima!Jiio dos seus parametros. 
Este modelo, prctende incluir o conhecimento qualitativo que se tern sobre o funcionamento das rodas 

livres. 

2.4.2 Modelo simples com perturbacdes .aditivas 

Figura 2.10 - Modelo com perturbafoes multiplicativas. 

0 9 

v 

Modelo do vefculo 
v> 



22 

A determinacao desta funcrao deve ser feita experimentalmente. A figura anterior apenas 

subdivide a funcrao em tres zonas, representando cada uma delas uma situacrao qualitativamente 

diferente. Na zona de instabilidade, que ocorre para valores pr6ximos de 7t de ;, o rufdo tern grande 

importancia. Na zona normal o rufdo e moderado, e na zona de pouca influencia estamos na situacrao de 

quase alinhamento, onde as perturbacoes aleat6rias (solo, atritos, etc), nao afectam grandemente a 

dinamica do vefculo. 

Figura 2.11 - Funp'io distribuiaio de probabilidade para o ruido nos castores. 

Zona de pouca influencia 

\ 
Zona "normal" 

Zona de forte instabilidade 

\ 
~) 

Esta funcrao exprime a caracterfstica de o rufdo ser mais influente dependendo do valor de; (ver 

figura seguinte). 

(2.52) 

(2.51) 

(2.50) wr - N(f (~).cr). 

Uma forma de incluir os factores aleat6rios no modelo, consiste em adicionar rufdo a dv e de. 
Na realidade, este rufdo nao e gaussiano, mas vamos supor que e dado pela distribuicrao normal em que 

a media e uma funcrao de ;. 

(2.49) 

A perturbacao na velocidade angular, vai depender da variavel de desalinhamento tambem de 

uma forma linear. 

(2.48) 
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Em face disto, o modelo proposto s6 e valido no regime transit6rio, ou seja, sempre que for 

atingido o regime permanente (rodas livres alinhadas), o modelo niio exprime a reac1tiio das rodas livres 

a uma perturbacao, Claro que isto niio sucede na pratica, e necessario identificar as situ~0es que 

provocam desalinhamento das rodas livres. Estas siio: 

• Inversiio no sentido de v . 

• Anula1tiio de V, com altera1tiio descontinua de a. 
• Descontinuidade no raio de curvatura (em a). 

A prirneira claramente introduz perturbacoes pois as rodas livres sofrem uma variacao de 180 

graus, passando de uma posicao de equilibrio estavel para uma de equilibrio instavel. A segunda 

corresponde a uma paragem do vefculo, seguida de uma traject6ria diferente da que vinha a seguir. 

Deste modo, quando o robot inicia a sua nova . traject6ria, as rodas Iivres estariio automaticamente 

desalinhadas para a nova traject6ria. A terceira corresponde a uma altera~iio descontfnua do raio 

instantaneo de curvatura e, como tal, as rodas Iivres que possuem dinamica niio podem alinhar 

instantanearnente, 

Nestas situ~0es, temos que desalinhar as rodas sempre que surge uma situa1tiio que a tal obriga. 

Isto pode ser feito atraves de uma altera1tio do valor de ; que pode ser dado aleat6riamente por uma 

distribui~iio uniforme tal que o desalinhamcnto depende da fun~iio como a nova manobra difere da 

anterior. 

Figura 2.12 - Modelo com perturbafoes aditivas. 

0 Vefculo 

v v 
d0 dv 

Rodas livres 

Pretende-se assim modelizar os castores por um subsistema separado do do veiculo, que apenas 

introduz perturbacoes na saida. Claro que niio e esta a situa1tiio que ocorre na realidade, de facto a 

dinamica global e afectada pelas rodas livres, e a dinamica destas depende obviamente do estado do 

robot e da sua hist6ria Basta notar que a posi1tiio das rodas livres depende das manobras efectuadas pelo 

robot. Por exemplo, se houve uma inversiio de sentido, as rodas passam a ficar na posi1tiio oposta a do 

sentido actual de movimento. 
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Existem dois tipos de escorrregamento [Alexander89]: 

• devidos a violacao de restricoes de compatibilidade cinematica das rodas do 

vefculo 

• saturacao das forcas de atrito, ou seja, pela existencia de forces de inercia que 

excedem lirnites impostos pelo maximo atrito admissivel. 

Em literatura inglesa a primeira situar;ao e designada de "splipping" e a segunda de "skidding". 

Ambas as situar;0es traduzem-se por um escorregamento do vefculo em relacao ao solo. 

0 escorregamento pode ser causado por violacao das condicoes de rolamento ideal ou de 

compatibilidade (necessidade de todas as rodas direccionaveis estarem sempre tangentes a traject6ria). 

0 facto de a largura das rodas niio ser nula origina sempre escorregamento ao descrever uma curva. 

Nesta secr;ao vamos abordar estas tres condir;0es para a niio existencia de escorregamento e para a 

quantificar;iio deste. 

2.5 Restrlcoes de nao-escorregemento 

A elirninar;iio das perturbacoes introduzidas pelas rodas livres podera ser conseguida atraves do 

projecto do robot dotando as rodas livres de actuadores que permitam a sua pre-orientacao, ou caso isso 

niio seja possfvel (como e o caso em estudo), projectar um controlador que faca o controlo impulsional 

necessario a reorientacao dos castores ou, simplesmente impondo algumas limitar;0es as traject6rias a 

cumprir pelo robot. 

Neste ultimo caso, poder-se-a impor limites maximos na aceleracao, especialmente quando 

ocorre uma inversao de sentido. Uma inversiio de sentido muito rapida introduz fortes perturbacoes na 

traject6ria, enquanto uma inversiio lenta permite que as rodas ao alinharem niio desviem 

significativamente o veiculo. Podemos evitar a terceira situar;ao acima citada, impondo que a traject6ria 

tenha raio de curvatura sempre contfnuo (clotoides ou anticlotoides). A consideracao desta condicao 

nio p0e grandes limi~0es praticas quanto a capacidade de actu~iio do robot. A segunda situar;ao e 
diffcil de evitar, ja que e perfeitamente natural pretender que o veiculo pare e ap6s a paragem efectue 

uma traject6ria diferente da anterior. 

S6 a experiencia pratica nos pode quantificar a influencia dos castores no desempenho do 

vefculo e em que medida e necessario minimizar os seus efeitos. Tanto pode bastar a introdur;ao de 

algumas limitar;0es nas traject6rias, como pode ser necessario o desenho de controladores mais 

robustos. Isso s6 se pode concluir pela analise das prestacoes fomecidas pelos varies metodos 

propostos para o controlo. 

2.4.3 Minimiza~o dos efeitos negativos das rodas livres 
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Uma vez que na Robuter a direcr;:ao e diferencial e as restantes rodas sao livres, as restricoes de 

compatibilidade sao sempre satisfeitas. 

(2.56) 

Destas, podemos retirar uma condicao de compatibilidade [Alexander89], [Pappas92], que 

relaciona as posicoes relativas de quaisquer duas rodas do vefculo, com as suas velocidades angulares, 

por forma que que nao exista escorregamento ("slipping"). 

(2.55) r·a 
CJ =xj+--1 

(I) 

(2.54) 

0 mesmo se passando para a rodaj, da aplicacao de (2.53) as duas rodas, tira-se: 

r·a. 
C1=X1+--' 

(I) 

(2.53) 

2.5.2). 

Uma vez que as rodas rolam idealmente, temos que o produto do raio de curvatura pela 

velocidade angular CJ> e igual a ao produto do raio das rodas r pcla sua velocidade angular (ver secr;:ao 

Figura 2.13 - Restrifoes de compatibilidade. 

x. 
J X· I 

.. · traject6ria 

c.=c. 
~. J 

-:» . . 0) 

As restrir;:0es de compatibilidade cinematica, para as diversas rodas do vefculo exigem que os 

centros instantineos de rotar;:ao sejam coincidentes para todas as rodas [Alexander89], [Pappas92]. 

2.5.1 Restri~oes de compatibilidade 
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(2.61) i= 1,2 

Atcndcndo a figura 2.15 temos: 

xR cos(O)+ YR sin(0) = ci>;r;, 

(2.60) i = 1,2 

Estas equacoes exprimem cinematicamente o movimento da roda, num piano, em fun~ao da sua 

rotac;ao, para o caso de rolamento sem escorregamento. 

Tai como ja foi dito anterionnente, recorrendo a exigencia de rolamento perfeito para as duas 

rodas, podemos obter mais duas equacoes que nos pennitem determinar F1 e F2• 

Satisfazendo (2.59), para as duas rodas: 

(2.59) a =r·O 

Da mesma forma, podemos obter a relac;ao entre a aceleracao do centro da roda e a sua 

aceleracao angular. 

(2.58) v=r·El 

Derivando a equac;ao anterior podemos obter uma rel~ao entre a velocidade linear do centro da 

roda e a velocidade angular da roda. 

(2.57) s=r·O 

Numa situ~io de rolamento ideal temos: 

Figura 2.14 - Disco em rolamento ideal. 

s 

2.14). 

As equa~0es da ~ao 2.3 nao sao suficientes para calcular as forcas F 1 e F 2· Para as calcular, 

sao necessaries mais duas equa~0es que provem ( da descricao) do escorregamento entre as rodas e o 

piso, i.e., da descric;ao da forc;a de atrito. Vamos considerar o caso de nio existir escorregamento. 

Consideremos um disco de largura nula a rolar de fonna ideal numa superffce plana (ver Figura 

2.5.2 Rolamento ideal 
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(2.67) v-ba 
ro2 =-- 

r 

(2.66) v+b0 
(1)1 =-- 

r 

As duas relacoes anteriores perrnitem exprimir ro1 e ro2 em func;ao de v e 0 , considerando as 

duas rodas de igual raio r1 = r2 = r: 

(2.65) 

Pelo facto de niio existir escorregamento longitudinal, temos que a velocidade linear do vefculo 

pode ser expressa em func;ao da media das velocidades angulares de cada uma das rodas, isto e: 

(2.64) 

Note-se que as duas equacoes anteriores s6 garantem a situ~iio de rolamento ideal, para valores 

adequados das condicoes iniciais. Assim, vamos parts-do pressuposto de que inicialmente a eq. (2.58) e 
satisfeita para as duas rodas e as duas velocidades angulares iniciais. Ou seja, vamos assumir que 

inicialmente nao existe uma situac;io de escorregamento. 

Uma outra situac;ao que se verifica quando nao existe escorregamento, e a do centro instantaneo 
de rotac;iio estar sempre na Iinha definida pelos eixos das rodas. Na pnitica temos uma relac;iio entre a 

velocidade angular do vefculo e as velocidades de cada uma das rodas. Esta relac;i.o e dada por: 

a= ro1r1 - C.02r2 
2b 

(2.63) 

(2.62) ci>1r1 = xcos(0)+ ysin(0)+b9 

Na secc;iio 2.1, ja foi deduzida a relacriio entre a aceleracao dos pontos R1 e R2 em func;ao do 

ponto 0. Com esta pode-se obter para cada roda: 

Figura 2.15 - Decomposiciio do movimento da roda segundo o referencial do veiculo. 
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Figura 2.16 -Arco percorrido em rolamento ideal. 

Devido a espessura nio nula das rodas, o vefculo podera ainda escorregar apesar do dois tipos 

de restri~i5es que abordamos nas seccees anteriores poderem ser satisfeitas. 

No entanto, uma questio de Indole pratica pode ser colocada: dado que dispomos de duas rodas 

paralelas de largura nao nula, a descrever uma curva, qual devera ser o raio mfnimo admitido para que 

o escorregamento seja "aceitavel"? 

Para respondermos a esta pergunta, analisemos com mais aten~iio, o que acontece quando o 

vefculo descreve uma curva. 0 facto de uma roda ter largura nao nula, implica que ao descrever uma 

curva, apenas um dos possiveis pontos de contacto com o solo (podemos ter instantaneamente uma 

infinidade delcs) cstcja cm rolamcnto perfeito, os outros obrigat6riamente escorregam. Com duas rodas 

paralelas, a situ~iio e identica, apenas um ponto em cada roda pode rodar sem escorregar. Todos os 

restantes pontos de contacto escorregam. 

Podemos ter ainda o caso de apenas existir nas duas rodas um ponto que role idealmente, ou 

mesmo nenhum (neste caso as duas rodas escorregam). 

2.5.3 Restri~oes de raio de curvatura 

(2.69) . v-be 
ID2 =-- 

r 

(2.68) . v+b9 
ID1 =-- 

r 

De igual modo teremos para o caso de niio escorregamento uma rela~iio entre a aceleracao 

angular de cada roda e as aceleracoes do vefculo (angular e linear): 
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Comfe = 0 temos rolamento ideal, com ft= 100% o ponto escorrega tanto quanto rola e comfe> 

100% o ponto escorrega mais do que rota. 

Admitindo que temos apenas um ponto de contacto nas duas rodas que rola idealmente (ponto 

A), podemos calcular o valor do/r maximo, este ocorre para o ponto B. Veja-se a Figura 2.17. 

(2.73) 
Al·4> Al·4> Al f =-=-=- 

t r·9 R·4> R 

0 primeiro termo Rel> e o arco percorrido pelo ponto que rota, isto e, de acordo com (2.70) e o 

valor de s. 0 segundo termo A/4> corresponde ao escorregamento pois e o valor em excesso face ao 

arco percorrido em rolamento ideal. 

Uma medida de escorregamento e o valor percentual do escorregamento. Designamos essa 

medida de factor de escorregamento fe, o seu valor pode ser dado por: 

(2.72) S = (R + Al)<l> = R<l> + Al<l> 

Considere-se um ponto de contacto que escorrega que dista Al do ponto que rola idealmente, ou 

seja, R+Al o valor do raio instant!neo de curvatura nesse ponto. Atendendo a Figura 2.16: 

(2.71) 

E facil de verificar que, numa roda de largura nao nula a descrever uma curva, apenas um ponto 

desta pode satisfazer esta rela~io e portanto rodar sem escorregar. Embora, o segundo membro seja 

identico para todos os pontos de contacto da roda e o angulo 4> descrito na trajecttSria seja o mesmo 

para toda a linha de contacto, R e diferente para cada ponto de contacto. 

Desta forma, para existirem dois pontos (um em cada roda) que rolam idealmente, os dois tem 

que satisfazer (2.58), o que condiciona a velocidade angular de cada roda em fun~ao do raio da 

traject6ria a ser executada. Ou seja, se R1 e R2 forem os raios de curvatura nos pontos nas rodas l e 2 

respectivamente, e ro1 e ro2 forem as velocidades angulares de cada roda, e necessario que se satisfaca: 

(2.70) R·4> = r·0 

Na figura anterior podemos observar, o que sucede com um disco (de largura nula) que rola sem 

escorregar e descreve uma curva de raio R. Os arcos Se s tern de ser iguais para que o ponto de 

contacto com o solo, nio escorregue, ou seja, 
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Qualquer valor imposto para o raio minimo dependera, de facto, do veiculo em causa e a 

experimentacao e a melhor fonna de saber quais os valores admissiveis para o raio. A principal 

dificuldade introduzida pelo escorregamento e a perda de exactidao na hodometria. Por isso, o ideal 

seria detenninar quanto e que se perde na hodometria por cada raio de curvatura (por exemplo usando 

para traject6rias, circunferencias), e desta forma detenninar um valor aceitavel para a maxima curvatura 

instantinea. 

(2.77) R. > 2bl+L2 ouR. >-L- 
mm feror mm feMAX 

Podemos usar feMAX ou feTOT para calcular um valor mfnimo para o raio. Impondo limites para 

estes valores podemos determinar o valor mfnimo para o raio . 

(2.76) t. = .L rL xdx +_!_J2b+L xdx = 2bL+ L2 
eTOT RJo R 2b R 

Uma outra medida possfvel, 6 o que designamos aqui de factor de escorregamento total. 0 seu 

valor e o resultado da soma dos escorregamentos para todos os pontos. Admitindo a situac;ao da Figura 

2.17: 

=- (2.75) L 

e logo: 

(2.74) si «: 

Para o ponto B temos que: 

Figura 2.17 - Factor de escorregamento. 

roda 1 2b roda2 

0 

B' A B A' 
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0 valor de µs e sempre superior ao de µ4 lsto traduz a ideia intuitiva de que e mais diffcil fazer 

deslocar um corpo no ammquc do que manter o corpo em movimento. 

(2.79) 

Em movimento a forca de atrito e dada por: 

(2.78) 

A forca de atrito e diferente consoante o corpo se encontra em movimento ou parado. 

lnicialmente e ate um certo valor, a forca de atrito e sempre igual as forcas que tendem a colocar o 

corpo em movimento. Passado esse limite o corpo entra em movimento e passamos de uma situac;io de 

atrito estatico para atrito dinimico. 0 limite da forca de atrito estatico e dado por: 

Figura 2.19- Movimento com atrito. 

A forca de atrito entre dois corpos em contacto e movimento relativo, depende da forca normal 

as superficies em contacto e das caracterfsticas destas (lei de Coulomb do atrito). 0 atrito e causado por 

defo~Oes irreversfveis a nfvel microsc6pico que causam ao nfvel macrosc6pio uma forca que se 

op0e ao movimcnto. Por isso, nao e possfvel obter um modelo preciso do atrito, conseguindo-se apenas 

modelos estatisticos aproximados. 

Um dos moclelos mais usuais e a lei de Coulomb de atrito. Segundo esta, a forca de atrito e 
porporcional a forca normal nas superffcies de contacto e a constante de proporcionalidade exprime as 

caracterlsticas das pn5prias superffcies. Podemos observar na figura seguinte, um corpo movimentando- 

se com atrito sob uma dada superffcie. 

2.6.1 Modelim~o da for~ de atrito 

Na secc;io anterior constatamos de como a condicao de rolamento ideal, obrigaria a inclusao de 

mais duas equayaes no modelo da dinamica. Nesta secc;io vamos apresentar uma forma de ultrapassar a 

necessidade de impor a condic;ao de nio-escorregamento, atraves da modelizaejo das forcas de atrito. 

As condicoes de n3<rescorregamento imp0em restricoes do tipo nio holon6mico. 

2.6 Atrito 
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Figura 2.21 - Rolamento com escorregamento. 

N 

v 

Esta situacao corresponde a termos as componentes Fe G com valores inferiores ao limite de 

atrito estatico. A si~ de ser um elipsoide e niio um cfrculo, advem de uma diferente caracterizacao 

do atrito estatico no sentido lateral ou no sentido longitudinal. Corresponde a admitirmos dois 

coeficientes de atrito estatico, com o no sentido lateral a ter um valor inferior ao longitudinal (no 

sentido da trac~ao). Deve-se notar que esta situa¥iio corresponde a resultados de experiencias praticas, 

sendo somente um modelo aproximado e retirado de observacoes (como quase tudo o que diz respeito 

ao atrito). 

Vamos considerar que nao existe escorregamento lateral (situa¥iiO estudada em [Ghosal95], 

[Gustafsson94] e [Dupont94]). Neste caso, as forcas G slio descritas tal como anteriormente por (2.31) 

e as forcas F podem ser determinadas a partir de um modelo para o atrito. 

Considere-se uma roda a rolar com escorregamento (na traccao) sujeita a uma forca normal Nao 

piso aplicada no seu eixo (por ex: o peso), tal como na Figura 2.21. 

Figura 2.20 - Limites para a forca de atrito. 

G max 

A situ~ao que estamos interessados em estudar e a de uma roda que pode eventualmente 

escorregar. Pretende-se obter uma caracterizacao da forca de atrito que actua ~obre a roda na superffcie 

de contacto. 

Se estivermos numa situa~iio de rolamento ideal, as equacoes enunciadas na seccao anterior 

definem implfcitamente as forcas de atrito. Mas, se existir escorregamento, e necessario conhecer a 

forca de atrito, para se poder determinar as componentes F e G. Para niio existir escorregamento, e 
necessario que Fe G, sejam tais que a forca de atrito esteja dentro de um elipsoide [Krogh89] (ver 

Figura 2.20). 
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Do ponto de vista pratico, a dificuldade reside em determinar a fun~io µd(A.). Uma vez 

conhecida esta fun~iio, temos pois possibilidade de calcular o valor das foreas de atrito em fun~iio das 

velocidades angulares das rodas e da velocidade do vefculo, Esta fun~iio s6 pode ser determinada 

experimentalmente. 

(2.81) 

Ao observarmos a figura, podemos constatar que, a medida que a roda vai escorregando mais, 

vai sendo possfvel admitir um valor crescente para µd e logo para a forca de atrito, a partir de um certo 

valor de escorregamento ha uma quebra na trac~ao, pois o valor de µd decresce e, com esta, a forca de 

atrito. Esta e dada,como em (2.79), por: 

Figura 2.22 - Descriciio do coeficiente de atrito. 

I A o.s 0.2 0 

e). mede percentualmcnte quanto e que a roda escorrega e quanto e que rola (tal como fe na seccao 
anterior). Se a roda rolar sem escorregamento entiio de (2.58) tira-se que A.=O, para valores crescentes 

de )., aumenta o escorregamento. 

A fun~ao µd(A.) obtida por metodos expcrimentais [Ellis69J, [Gustafsson94], [Dupont94J varia 

de acordo com o tipo de solo ou o tipo de material que constitui a roda. Uma forma tipica esta 

representada na Figura 2.22. 

(2.80) 

A situa~ao e mais complexa do que o modelo (2.79) dado que o coeficiente de atrito dinimico 

varia com a velocidade. No caso da roda com escorregamento, esta situ~ao significa que existe 

velocidade relativa entre o ponto de contacto e o solo. Um modo frequentemente usado [Ellis69], 

[Muir87J, [Gustafsson94), [Dupont94] para descrever µd e considera-lo como uma fun~iio do 

escorregamento A.. Este e dado por: 
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(2.92) ; = 1,2 (
ro.r, -v.) Mg Fi =µdi I I I ·-4 ' 

V; 

Usando (2.80) para o calculo de A.1 e A.2. e atendendo a (2.82) e (2.83) com a distribuicao de 

peso dada por (2.86) obtcmos: 

(2.91) ; = 1,2 

Podemos pois calcular o valor da velocidade linear para cada roda: 

(2.90) YRi = y-Bsin(9)S 

(2.89) xR2 =i-Bcos(0)S 

(2.88) YRi = j·+Bsin(0)0 

(2.87) XRI = x+ Bcos(9)0 

Para o calculo de A.1 e Ai e necessaria a velocidade linear de cada uma das rodas, esta pode ser 

obtida a partir dos valores de i RI • i Rl • y RI e y Rl. podendo estes ser obtidos a partir de i e y tal 

como e apresentado na seccao 2.2.2: 

(2.86) 

Admitindo que temos uma distribuir;ao equitativa, pelos 4 pontos de apoio (2 rodas de tracr;ao e 

dois castores) teremos para NI e N2 (sendo g o valor da acelerar;ao gravitica): 

Ni =N2 =Mg 
4 

(2.85) 

(2.84) 

Onde as funr;0es µd1 e µd2 sao determinadas experimentalmente, e A.1 e Ai sao dadas por (2.80). 

As forcas Ni e N2 siio detenninadas ap6s distribuir;ao do peso do vefculo pelos pontos de apoio. Os 

seus valores podem ser dados por uma funr;ao que espelha essa distribuicao: 

(2.83) 

(2.82) 

Atendendo ao que foi exposto na secr;ao anterior, ja podemos determinar as duas expressoes 

adicionais (tal como na secr;ao 2.5.2 para o caso de nao-escorregamento), que nos permitem determinar 

as componentes F. 
Teremos pois: 

2.6.2 Escorregamento na trac~o 
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A velocidade v,., tern que satisfazer a equa~ao da dinamiea: 

Figura 2.23 - Escorregamento lateral 

onde vn e a velocidade de deslizamento na lateral (ver Figura 2.23), g e a aceleracao da gravidade, e 
µ L e 0 coeficiente de atrito (que e uma fun~ao de vn>· Note-se que Ne metade do peso total do vefculo, 

pois estamos a considerar que s6 se verifica atrito nas rodas tractoras (adrnite-se castores ideais), e que 

o peso se distribui equitativamente pelos 4 apoios (2 rodas de trac~ao e 2 castores). 

Na realidade, quando o robot derrapa lateralmente, tambem o faz nos castores e a forca de atrito nos 

castores vai promover a alteracao da sua orientacao por fonna a minimizar a resistencia ao movimento 

de interaccao destes com o chao. Note-se que, neste caso, o atrito varia com a posicao, pois as rodas 

livres sao m6veis, e logo oferecem resistencia ao movimento consoante a sua orientacao, 

(2.93) 

Nesta sec~ao, consideramos a existencia de escorregamento lateral (situa~ao vulgannente 

designada por derrapagem), exigindo um modelo substancialmente mais complicado do que no caso 

anterior. De facto, a componente lateral da forca de atrito depende da velocidade relativa das 

superffcies em contacto (por uma fun~ao a priori desconhecida), que tera de satisfazer equa~0es 

dinamicas. 

Vamos admitir que a forca de atrito lateral e dada por (2.79) onde o coeficiente de atrito 

depende da velocidade relativa das superffcies de contacto [Dupont94], ou seja, teremos para a 

componente G: 

2.6.3 Escorregamento lateral 
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com as constantes dadas por (2.21) e (2.22), em que k1, ki referem-se ao motor I e k; , k2 ao motor 2. 

Usando (2.31) e (2.32) em (2.23) e (2.24), e substituindo F1 e F2, obtidas a partir de (2.29) e (2.30), 

obtem-se as equ~oos de aceleracao: 

(2.99) 

(2.98) 

Nesta seccao, apresentaremos o modelo completo para o caso em que nlio temos 

escorregamento, que sera usado posteriormente no controlo. Nesta situa~lio o desempenho e melhor do 

que na situ~ao de escorregamento. 

Dado que os motores possuem uma caracterfstrica linear no binario em fun~ao da velocidade 

angular, iremos considerar como controlos para a dinamica do vefculo os binaries T1 e T2• Estes sao 

obtidos dos sinais de controlo atraves de (ver seccao 2.3. l ), 

2.7.1 Sem escorregamento 

2. 7 Modelo global 

(2.97) vn = isin(9)+ jcos(9)+b0sin(29) 

(2.96) vn = xsin(9)+ ycos(9)+b02 cos(29)+b0sin(29) 

Tai como foi exemplificado na sec~lio 2.5.2, podemos exprimir vn em fun~lio da velocidade, 

aceleracao (componentes x e y, e valores angulares) e orientacao do vefculo. Assim teremos: 

(2.95) 
·2 ·2 v = x + y -1-µ (v ) 

n R 2 L n 

Usando (2.93) e eliminado M, temos: 

(2.94) 
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(2.111) 

(2.110) 

(2.109) 
·2 ·2 

)i=c1sin(0)·(7j+72)+x ;y [c2cos(0)-c3cos(0)]. 

(2.108) 
• 2 • ' 

x = c1cos(0)·(7j+72 )+ x ; y- [ c3 sin(0)-c2 sin(0)] , 

Podemos constatar isto, ao verificarmos que logo na primeira, x depende de <i>1 e de <i>2, sendo 

as aceleracoes angulares em cada roda derivadas de variaveis de estado. Esta mesma situa~ao ocorre 

para as outras equacoes, 

Para apresentar f de forma explfcita e necessario resolver o sistema constitufdo por (2.100), 
(2.101), (2.102), (2.105) e (2.106) em ordem a .X,y,S,<i>1 e <i>2• Assumindo que as duas rodas do 

vefculo sao identicas (com o mesmo raio e com igual momento de inercia), i. e , fazendo k3 = k3, 

resolvendo este sistema, obtemos: 

(2.107) f(x,i,u)=O 

Se observarmos as equacoes anteriores, verificamos que nao estamos na presence de um modelo 

definido de forma usual, De facto este modelo encontra-se definido de forma implfcita, pois e da forma: 

(2.106) <i>2 =..!..(.xcos0+ ysin9-b0) 
r2 

(2.105) <i>1 =.!.(.xcos9+ysin0+b0) 
r1 

roda, 

Das restricoes de nao escorregamento retiram-se as equacoes da aceleracao angular para cada 

(2.104) 

(2.103) 

com as constantes 

(2.102) 

(2.101) 

(2.100) 
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(2.120) v = xcos(9)-isin(9)+ ysin(9)+ ycos(9) 

derivando em ordem ao tempo 

(2.119) v = icos(9)+ ysin(9) 

Se atendennos ao que foi exposto na sec1rao 2.5.2, verificamos que as aceleracoes angulares de 

cada uma das rodas podem ser obtidas a partir das aceleracoes do veiculo. Pelo que, a dinamica de w1 e 

Wi esta detenninada a partida, Por outro lado, existe urna relaeao implfcita entre i e y , e logo entre x e 

y. Uma vez que a velocidade linear do vefculo esta relacionada com as velocidades em x e y por 

(2.33), as equa1r0es de x e y sao expressas pela equa1rao da dinamica da velocidade linear, (tal como 

foi feito em (2.25). 

Desta fonna temos que o sistema de equa1r0es acima (eqU8\;0eS (2.108) a (2.112)), contem 

informacao redundante. Por outro lado, a utiliza1rao de i e y como variaveis de estado nao e muito 

conveniente para efeito de controlo. E mais natural especificar a velocidade linear e angular do vefculo 

do que especificar as velocidades em x e y e a velocidade angular. Uma forma pratica de definir · o 

estado do robot, seria indicar a sua velocidade linear e o raio de curvatura em cada instante de tempo. 

Isto e equivalente a definir a velocidade angular ou o raio de curvatura instantaneo, quando nao existe 

escorregamento (eq. (2.35)). No entanto, a especificacao de R apresenta um problema adicional, que e o 

de ser infinito para o caso de a traject6ria ser uma recta. Por isso vamos escolher como vector de 
estado: X = [ X y 9 V Qr e COIDO controlos teremos OS valores da referencia em cada um dos motores 

u = [ u I u 2 r. Podemos escrever: 

(2.118) I 
c - "' 6 

- Mr2 +2L - I r2 -2b2/ 
~ 0 "' 

(2.117) I b2r cs= w + 'e 
Mr2 +21 I r2 +2b2/ w 0 w 

(2.116) 

(2.115) 

(2.114) Mr2 

(2.113) 

com as constantes dadas por: 

(2.112) 
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Note-se que, contrariamente ao pressuposto face as rodas (assurniu-se que estas eram iguais, 

quer em raio quer em momento de inercia), nao se assumiu que os dois motores eram iguais a priori. De 

facto, e usual ter pequenas diferencas nas caracteristicas dinamicas dos motores, normalmente por 

serem motores do mesmo modelo mas montados de forma simetrica, Como geralmente a dinamica nao 

e exactamente simetrica em rel~ao ao sentido de rotacao, notam-se diferencas entre os dois motores. 
No caso de se fazer a aproximacso de considerar os dois motores identicos, basta fazer k1 = k; e 

k2 = k2• Neste caso, a velocidade linear deixa de influenciar a aceleracao angular, e a velocidade 

angular a aceleracao linear. 

Na forma matricial, admitindo que os dois motores siio iguais: 

(2.127) 

(2.126) 

[
~] [vc~s(9)] y = vsm(9) a a 

Na forma matricial x = f (x, u): 

(2.125) 

(2.124) 

Tai como ja foi referido, a equ~ao da dinamica de ro1 e ro2 e determinada a priori pelas 

restricces de nao-escorregamento, pelo que se pode substituir ro" ro2, ci>1 e ci>2 em (2.110) e (2.123). 

Usando (2.64) e (2.65) obtemos ro" ro2, ci>1 e ci>2, substituindo estes valores em (2.110) e (2.123), 

obtem-se: 

(2.123) 

obtem-se para a eq~ao da dinimica de v: 

(2.122) y = vsin(9) 

(2.121) .i=vcos(9) 

e usando: 



40 

em que a media da distribuii;iio e obtida experimentalmente, tal como e referido na sec~iio 2.4.2. 

(2.132) w - N(/(;),a) 

onde 0 rufdo w e dado por: 

(2.131) 

(2.130) 

[
xl [(v+krv~+w)cos(9)] 
y = (v+krv;+w)sin(9) 
0 a+k19 +w 

Neste caso vamos incluir no modelo da sec~iio anterior o modelo sintetisado na seccao 2.5.2 

para as rodas livres. Na pratica isto corresponde a incluir uma nova variavel de estado ~ que modeliza o 

alinhamento das rodas livres. A dinamica de .r e dada por (2.47) e OS efeitos das rodas livres vao-se 

traduzir por alteracoes na velocidade linear v. dadas por (2.48) e (2.49). Teremos entiio: 

2. 7.2 Com modelo simples para as rodas livres 

nas velocidades. 

Se quisermos fazer controlo s6 em velocidade, o modelo (2.127), (2.129) apresenta vantagens ja 
que e linear em v e 0 , claro que o controlo total (no sentido de controlar simultaneamente posi~iio e 

velocidade) e mais diffcil devido a impossibilidade de retirar a niio linearidade do modelo. 0 uso de v e 

0 como variaveis de estado tern tambem a vantagem de ser mais natural, pois tal como ja foi referido, e 
usual indicar para que o robot percorra um determinado percurso com uma certa velocidade. 

dados por (2.127) ou (2.129), sendo tambem estas afectadas directamente pelos controlos. A niio 

linearidade e introduzida nas rel~0es cinematicas que nos fomecem a posii;iio. A escolha anterior de 
x e y , como variaveis de estado, retira a niio linearidade das posieoes, mas toma o modelo niio linear 

Observando o sistema anterior, podcmos concluir que este e linear no que diz respeito ~ 
. [ "]T [ · ]T [ ]T variaveis de estado v e e (esta na forma v e =A v e + B "1 "2 • com OS elementos de A e B 

(2.129) 

(2.128) 
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(2.144) ds = __ M__.· g'-·-r 
1..,4 

(2.143) 

(2.142) 

(2.141) 
M·b·g d~=--=- 

- 410 

(2.140) d -1- . - 4 

e as constantes: 

(2.139) ro2r-~i2 + y2 +2b0[xcos(9)+ ysin(9))+b202 A.2=-r=============================-- 
~i2 + y2 +2bO[xcos(9)+ ysin(9)]+b202 

(2.138) ro1r-ix2 + y2 +2bO[xcos(9)+ ysin(9)]+b202 A.a=~r============================.-- 
~i2 + y2 +2bO[xcos(9)+ ysin(9)]+b202 

com A.1 e Ai· dados por: 

(2.137) 

(2.136) 

(2.135) 

(2.134) 

(2.)33) 

No caso de existir escorregamento longitudinal, i. e., na tracirao (como pode acontecer em 

travagens e aceleracoes bruscas), o modelo vai depender das funir0es µdi e µc12 , que tern de ser 

determinadas experimentalmente. Assumindo (tal como ja foi referido na secirao 2.6.2) que a 

distribuiirao do peso no vefculo por todas as rodas 6 equitativa, e que, tal como no caso anterior, as duas 

rodas motoras sao identicas obtemos: 

2. 7 .3 Com escorregamento longitudinal 
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(2.154) 

(2.153) 

(2.152) 

(2.151) 

(2.150) 

No caso de se considerar que pode existir escorregamento lateral, o modelo global e ainda mais 

complicado. As equacoes sao semelhantes ao caso anterior, mas neste caso o valor de G nao e dado 

pela forca centrfpeta, sendo o valor da forca de atrito. Deste modo o modelo sera: 

2. 7 .4 Com escorregamento lateral e longitudinal 

(2.149) 

(2.148) 

0 escorregamentO ("slip") pode Ser dado altemativamente, em fun~aO de V, (J) e S: 
ro1r-v-b0 

A.1= . 
v+be 

x vcos(0) (2.147) 
y vsin(0) 
a a 
v = d1 [µdi (A.1) + µd2 (A.2)] 
a d2[µdl (A.1 )- µd2 0 .. 2)] 

c.i>1 d3ro1 +d4U1 +ds·µd1<A.1) 
c.i>2 d6ro2 +d1U2 +ds ·µd1(A1) 

facto as restricoes de nao-escorregamento nao sendo validas, nao determinam a priori a dinamica de (J)l 

e '°2· Neste caso, temos de considerar ro1 e COi como variaveis de estado, pelo que teremos: 

x=[xy avero1ro2r eu=[u1u2y. 

(2.146) d -~ 7- 
lw 

Na situa~ao de atrito admitido, ja nao podemos ter s6 x = [ x y 0 var como vector de estado, de 

(2.145) 
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(2.158) 

(2.157) btk, -k1) a ---=--~ 
12 - Mr2 +21 

w 

(2.156) 

Fazendo as substuicoes das constantes c1 e c~ dadas por (2.115) e (2.118) no modelo (2.129), 

obtem-se para os elementos de A e B: 

constantes electricas do motor 2. calculadas a partir da sua resistencia interna R;2 e da 

constante de binario k1. 

k1, k2 constantes electricas do motor I, calculadas a partir da sua resistencia interna Ril e da 

constante de binario k1. 

lw momento de inercia das rodas motrizes em torno do seu eixo de rotacao, 

b distancia entre o ponto 0 e o ponto medic nas rodas. 

r raio das rodas motrizes. 

M massa total do vefculo. 

Os valores dos parametros do modelo (2.129) sao calculados a partir de dados e grandezas 

ffsicas, Que sao: 

2.7.5 Calculo de A e B para o modelo sem escorregamento 

Note-se que de facto vn nlio e uma nova variavel de estado pois tal como ja vimos na seccao 
2.6.3, podemos exprimir vn e v nem fun~ao do estado e da sua derivada (equa~0es (2.96) e (2.97 ). 

0 sistema anterior esta na realidade na forma implfcita, mas para poder exprimir o modelo na 

forma :i: = f(x,u) e necessario conhecer a fun~lio µL( ), e esta s6 se pode determinar 

experimentalmente. Alem disto, nao existe nenhuma garantia de que se possa obter um modelo 

explfcito, ja que A priori nlio se garante que o sistema anterior seja linear nas derivadas do estado 

(condi~ao suficiente para poder exprimir o sistema na forma x = f(x,u) ). Dependendo da funcao µL( ) 

poder-se-a ou nao exprimir o sistema na forma usual, [Marsden88]. 

(2.155) 

com v n a satisfazer: 
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Segundo os dados do fabricante os dois motores siio identicos pelo que se obtem um sistema em 

que as velocidades angular e linear estio desacopladas. Os dados fomecidos pelo fabricante siio: 

I w = 0.029 Kg .m2 

Para calcular /"' recorreu-se a formula para o calculo do momento de inercia para um disco 

homogeneo, Aqui o problema residiu no valor da massa da roda, uma vez niio e possivel desmontar 

toda a roda e medir o seu peso. Usou-se um valor aproximado de 4 Kg pelo que se obteve para/"': 

/0 = 16.9 Kg .m2 

Para o calculo do momento de inercia /0, decomp0s-se o veiculo em regi0es aproximadamente 

homogeneas e para cada uma delas calculou-se o momento de inercia. No fim calculou-se o memento 

de inercia total atraves da aplicacao do teorema de Steiner, obtendo-se: 

M =I50Kg 

b=0.295m 

r =0.12m 

Tal como ja foi referido, os valores das diversas constantes que entram no calculo de A e B, ou 

sao dados pelo fabricante ou podem ser medidos. Por isso, nesta sec~iio, efectuamos o calculo de A e B 

a partir destes valores. 

Enquanto que a massa total do veiculo e indicada pelo fabricante, os valores de b e do raio das 

rodas foram medidos tendo-se obtido: 

2 - b(k1+k1) (2.159) 
a22 = 

2b2/ +/ r2 w 0 

k2r (2.160) 
"ii= Mr2 +21,., 

b - k2r (2.161) 12 - Mr2 +21 w 

b _ k2br (2.162) 
21 - 2b2 /"'+I or2 

b _ -k2br (2.163) 
22 - 2b2/ +I r2 

w 0 
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Na tabela seguinte temos os dados calculados (medidos): 

(2.168) 

(2.167) 

assumimos os dois motores identicos, teremos: 

As constantes kl' k2 e k;, k2 sao dadas por (2.21) e (2.22), pelo que neste caso, uma vez que 

(2.166) R. = kU = 3.52·48 = 30 
I T, 56.41 

e a resistencia intema do motor por: 

(2.165) I's = k -L, = 3.52·16 = 56.41 Nm 

scndo o binario maximo Ts dado por: 

(2.164) k = u = 48 = 3.52 
(l)mu_salda 130· 21t 

60 

A transmissao tern uma rel~ao de 23: 1 e podemos ja efectuar os calculos para um motor 

equivalente ao conjunto motor mais caixa de transmissao, Desta forma, teremos para a constante de 

bi nano 

Tabela 2.1 - Dados dos motores. 

p 300W 

u 48V 

I 2A 

I. 16A 
w __ 3000 rpm 

w ___ ~ .... 130mm 
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(2.170) [v] [-3.7 0 ][v] [0.0947 0.0947 ][U1] 
9 = 0 -2.8 a + 0.0127 -0.0127 U2 

(2.169) [ i] [vcos(0)] 
~ = vsi:(0) 

Corn estes dados, efectuando os calculos obtem-se o sistema: 

Tabela 2.2 - Valores medidos e ca/cu/ados. 

k. -4.144 

~ -4.144 

k., 1.175 

kz 1.175 

b 0.295 

r 0.12 

M 150 

I_ 16.9 

/ ... 0.03 
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No capftulo 2 foi fonnulado um modelo para o vefculo. Esse modelo foi obtido deductivamente 

a partir das leis da Fisica. No entanto, nem sempre o nosso conhecimento sobre o sistema em estudo 

permite este tipo de anatise. De uma fonna geral, o que se pretende e obter um modelo que represente 

as caracterfsticas relevantes do comportamento do sistema, Este modelo pode-se obter tal como no 

capftulo anterior, por analise as leis ffsicas que govemam 0 Sistema OU por um processo de 

identificacao. Neste ultimo caso, o sistema e estimulado com um conjunto de sinais adequados e a partir 

da sua resposta tenta-se obter um modelo para o descrever. 

0 processo de identificacao envolve varies etapas: 

A concepcao da experiencia de identificacao e a determinacao dos sinais de entrada adequados 

para a excitacao das caracterfsticas relevantes do sistema, Esta tarefa esta condicionada as lirnitacoes 

existentes para o desenho da experiencia tais como o equipamento de medida disponfvel, as condicoes 

laboratoriais disponfveis e a possibilidade e obter/excitar adquadamente o sistema em causa. 

Uma vez efectuadas as experiencias de identificacao, e necessario processar e filtrar os dados 

obtidos por forma a seleccionar a parte relevantes do dados (tarefa que deve ser ser efectudada com 

muito cuidado sob pena de se falsear os resultados) e eliminar valores nao significativos devidos a 

rufdo no processo de medida ("outliers"). 

Dispondo-se ja dos dados da experisncia processados, e necessario seleccionar uma classe de 

modelos para descrever o sistema, Esta selec~ao leva em conta por um lado, o nosso conhecimento 

3.1 Introducao 

IDENTIFICA~AO DO SISTEMA 

CAPITUL03 
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Uma vez que no capitulo anterior ja se formulou um modelo para o vefculo, o conhecimento da 

estrutura desse modelo permite-nos escolher uma classe de modelos de identificacao, Alem disso a 

tarefa de identificacao aqui efectuada tern tambem como objectivo a correccao do modelo definido no 

capitulo 2, nomeadamente no que diz respeito aos valores calculados dos seus parametros. Tai como ja 

foi referido a estrutura do modelo de identifica~ao e dada por (3.1) e (3.2) onde os seus parametros sao 

dos elementos das matrizes A e B da parte linear: 

3.2 Seleccao de classe de modelos 

empirico sobre o sistema existente a priori e por outro as caracterfsticas da experiencia e dos dados 

obtidos. Define-se a assim uma estrutura para o modelo. 

Tendo sido escolhida urna classe de modelos toma-se necessario de entre essa classe obter um 

modelo que melhor aproxime o sistema em analise. Psra isso e necessario estimar os parametros 

desconhecidos no modelo em causa. Esta tarefa de estimac;ao de parametros emvolve a escolha de 

metodos de estim~ao adequados e de criterios para a determinacao se o modelo obtido e satisfact6rio 

OU nao. 

Aplicando os metodos de estimacao aos dados obtem-se um modelo que pode ou nao 

considerar-se suficiente para a descricao do sistema. Se este modelo nao for capaz de descrever 

adquadamente o sistema pode-se escolher outros metodos de estimacao de parametros, se mesmo assim 

o modelo revelar-se inadequado entao provavelmente a classe de modelos seleccionada niio e a mais 

indicada sendo pois necessario proceder a escolha de uma outra estrutura para o modelo e a respectiva 

estimacao de parametros. Este processo cfclico e efectuado ate que se obtenha um modelo capaz. 

Uma vez que um modelo e uma representacao parcial da realidade, e que e do nosso interesse 

que este seja o mais fiel possivel mas tambem o simples. 

Desta forma, podemos usar OS metodos conhecidos de identificac;ao de sistemas, para 

determinar e verificar os parametros calculados no modelo do capftulo 2. Neste caso a estrutura e ja 

conhecida e e justificada por consideracoes fisicas inerentes ao sistema (o nosso conhecimento previo 

permite-nos seleccionar a classe de modelos). Podemos pois, ao efectuar a identificacao, verificar os 

parametros previamente calculados e, desta forma, eventualmente detectar e corrigir algum que nao se 

tenha conseguido obter de fonna precisa. 

Iremos pois efectuar duas tarefas: por um lado medir as grandezas ffsicas necessaries para 

calcular os parametros do modelo e por outro efectuar experiencias de identificacao com vista a 

verificar a dinamica calculada. 



49 

Para detenninar os parametros do modelo escolhido na sec~iio anterior, iremos introduzir sinais 

de teste nos controlos do vefculo (tensoes dos motores) e medimos os valores das variaveis de estado v 

e ro. Os sinais de entrada terso de ser passfveis de excitar todos os modos relevantes do sistema, por 

outro lado nao deverao introduzir distoreoes na resposta em frequencia, ou seja, deverao possuir um 

espectro piano na gama de frequencies em analise [Ljung87]. 

Um tipo de sinais facil de gerar e que possui estas caraeterfsticas e 0 rufdo branco. Como OS 

motores possuem um zona morta em tomo de zero e na realidade a consideracao de linearidade na 

dinamica das velocidades e apenas uma aproximacao, a determinacao dos parametros e efectudada para 

pontos de funcionamento na regiao linear de funcionamento do vefculo. Assim os sinais de entrada 

terao uma componente continua correspondente a esse ponto de funcionamento, neste caso corresponde 

a um rufdo de distribuicao gaussiana com media niio nula. 

A desvantagem de se usar rufdo branco como sinal de entrada e o facto de este tipo de sinais 

possuir contetido espectral em frequencies nas quais nao estamos interessados em modelizar o 

comportamento do vefculo (nomeadamente em alta frequencia). 

Um dos factores que condiciona as experiencias a efectuar e as condieoes laboratoriais 

disponfveis, 

A principal limita~iio que temos em termos de condi~5es laboratoriais e o espaco disponfvel. 

Uma vez que o espaco livre existente para o vefculo e escasso, estamos limitados na velocidade que ele 

pode atingir e no tempo durante o qual ele a pode manter. Nas nossas condicoes laboratoriais podemos 

ter aproximadamente 3 segundos ( correspondentes a pouco mais de 4 metros livres) de percurso em 

regime permanente com velocidade lm/s (50% da velocidade maxima). Uma vez que a velocidade 

nominal para utilizacao do vefculo nao se preve que seja superior a I mis (hoje em dia este tipo de 

vefculos trabalha com uma velocidade nominal entre 0.5 mis e 1 mis) esta limitacao niio e significativa 

no que diz respeito a velocidade maxima. 

A taxa de amostragem esta limitada a um periodo mfnimo de 10 ms imposto pelo sistema 

operativo do vefculo, o que nos permite obter 300 amostras nas condicoes anteriores. 

A medidade de v e roe feita atraves da hodometria (uma vez que s6 possuimos os hodometros 

como medida de v e ro de forma precisa), calculado em cada instante os seus valores instantaneos a 

partir dos incrementos em cada roda motriz. Claro que isto pressupoe niio-escorregamento. Esta 

situacao nao se pode garantir totalmente, quer pelas razoes expostas no capftulo anterior, quer por o 

facto de o sinal de entrada ser rufdo branco e como ta1 provocar fortes aceleracoes em cada motor 

(agravadas pelo rufdo de quantizacao na entrada). 

3.3.1 Determinaeae dos parametros da dinamica 

3.3 Detini~ao das experiencias 
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Figura 3. 1 - Zona morta dos motores no solo 

a(V) 

-1 

0 

-0. 

0. 

•(mis) 1. 

A determinacao da zona morta dos motores vai permitir saber quais sao os limites de validade da 

zona linear e se necessario, efectuar, uma pre-compensacao para eliminar os efeitos da nao-linearidade. 

Podemos assim garantir que os sinais de controlo estao sempre dentro da gama linear dos motores e, 

como tal, o modelo acima referido mantem-se valido. 

Podemos observar na figura seguinte a caracteristica tensao-velocidade dos motores do vefculo, 

com este colocado no solo. Nesta figura temos a continuo a caracterfstica do motor 1 (esqucrdo) e a 

tracejado a do motor 2 (direito). 

3.3.2 Zona morta dos motores 

Os valores de entrada e de safda sao afectados pelo intervalo de quanti~ao dos respectivos 

conversores AID e DIA. A tensao dos motores e convertida com 12 bits, obtendo-se como intervalo de 

quantizaeao de 0.03V. Feitas as conversoes dos valores lidos nos hodometros para v e ro obtemos como 

intervalos de quantizacao 0.0418 mis e 0.1419 rad/s respectivamente. 

Outra experiencia que nos pode fomecer informacao quanto ao comportamento do vei'culo e a 

resposta ao degrau. Para esse efeito o sinal de entrada seni desta feita um degrau no modo comum do 

controlo (u1+u2) para afectar a dinamica da velocidadc linear e um degrau no modo diferencial do 

controlo (u1-u2) para afectar a dinamica da velocidade angular. 
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Estes limites dao-nos uma zona morta bastante pequena ( inferior a 3 % em carga). E pela 

observacao das figuras podemos concluir que existe uma zona linear bastante grande ate cerca de 70% 

do regime maximo, o que esta dentro dos limites usuais de utilizacao do veiculo. 

A diferenca entre os dois motores deve-se por um lado a diferencas de fabrico e ao facto de 

serem os dois motores o mesmo modelo s6 que um deles esta em posi~ao invertida. Por niio serem os 

dois exactamente simetricos advem a sua diferenca de caracteristicas. 

Nas figuras seguintes temos a comparaeao entre a dinamica inversa dos dois motores ( contfnuo) 

ea inversio da sua dinamica directa (tracejado). 

Tabela 3.1 - Zona morta dos motores 

Motor 1 [ V] Motor2 [ V] 

Chao -1.1 a 1 -1.l a 1 

Ar -0.5 a 0.5 -05 a 0.5 

Os valores limites obtidos para a zona morta foram: 

Figura 3.3 - 'Zona morta motor 2 Figura 3.2 - 'Zona morta motor 1 

uM u IV) 

50 0 -50 50 0 -so 

-1. -1. - - 

·1 -1 
/ 

-o, 

0. o. 

2 v 
Im/• 

2 y 

lml• 

Foi tambem medida a zona morta sem carga, com o vefculo no ar. Nas figuras seguintes, temos 

uma comparacao entre a zona morta em carga (continuo) e em vazio (tracejado) para cada motor. 
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onde v(t) e o rufdo inerente a inexactidao da medida que se reparte pela observacao propriamente dita e 

pelo desconhecimento de parte da dinamica. 

Uma vez que na nossa experiencia obtemos dados discretos, pois na pratica estamos a amostrar 

o sistema continuo real, pelo que necessitamos de um modelo discreto para o efeito de identifica~ao. 

(3.19) 

(3.18) 

y(t)=x(t)+v(r) 

x(t) = Ax(t)+Bu(t) 

No caso em que estamos a estudar, pretende-se detenninar os elementos das matrizes A e B, 

para um modelo cuja estrutura e: 

3.4.1 Introducao 

3.4 Metodos de estlmacao 

Podemos observar que alem de a caracterfstica dos dois motores nao ser simetrica, os dois 

motores sao tambem diferentes entre si. A diferenca atinge, a 50 % do regime maximo em carga para 

velocidades positivas, cerca de 0.3% e, para velocidades negativas, 11 %. De notar o seu valor elevado 

para velocidades negativas o que leva a que para uma mesma tensao para ambos os motores o vefculo 

percorra uma traject6ria marcadamente circular. 

Figura 3.4 • Simetria de caracteristica motor 1 Figura 3.5 -Simetria de caracteristica 

motor 2 

uM 
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com o ruido dado por [Costa95] 

(3.28) y(kT+T)= Ady(kT)+Bd u(kT)+~(kT) 

Podemos obter um modelo de estrutura ARX [Ljung87], a partir do sistema discreto (3.20), 

(3.21), separando vT em rufdo de processo s e de medida re eliminado x da equacso da dinamica 

[Costa95] 

(3.27) 

(3.26) Bd B --+ T T-+0 

isto e: 

Para ser possivel o calculo da funyao logaritmo matricial, a matriz Ad nao pode ter valores 

pr6prios reais e negativos (consequencia do teorema de Cayley-Hamilton). Alem disso para argumentos 

complexos o logaritmo matricial nao fomece valores unicos [Astrom90]. No nosso caso, uma vez que 

sabemos que A e constitufda por nameros reais este problema nao se pOe. Podemos entao estimar OS 

valores dos elementos de Ade Bd atraves de (3.24) e (3.25) calcular A e B. 

Desta fonna os valores calculados com o recurso a sfntese exposta no capftulo 2 (seccao 3.2) 

podem ser comparados com os valores obtidos por experiencias de identificacao, 

Note-se que quanto T tende para zero, isto e 0 Sistema discreto tende para 0 sistema contfnuo, 

(3.25) 

(3.24) 

Das express0es anteriores podemos retirar a relai;ao inversa (inverso da amostragem 

[Astrom90)): 

(3.23) 

(3.22) 

Nestas equ~0es vT e o rufdo observado nos instantes de amostragem e as matrizes Ad e Bd 

relacionam-se de forma exacta com A e B [Ljung87), [Ljung93], [Astrom90) por 

(3.21) y(kT) = x(kT) + vT(kT) 

(3.20) x(kT + T) =Ad x(kT) + Bd u(kT) 

Supondo que se faz uma amostragem do sistema contfnuo, com um perfodo de amostragem Te 

que a entrada do sistema pennanece constante durante o periodo de amostragem, obtemos o seguinte 

sistema em tempo discreto: 
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onde cada linha corresponde a uma observacao de y(k) e u(k), possuindo pois W N linhas 

correspondentes a N medidas. 

Temos tambem N medidas de y(k+ l ), que podemos agrupar numa matriz Y: 

(3.33) y,. (k) 

y,. (k +I) 
W= 

Um estimador bastante usado em identificar;ao de sistemas e o dos mfnimos quadrados 

[Graupe76], [Ljung87]. Este estimador minimiza a soma dos quadrados dos desvios entre o modelo e as 

observacoes, 
Suponha-se que temos possuimos N medidas de y(k+ I) e w(k) com N ~ n + m + 1, para que 

exista informacao suficiente para determinar todos os pararnetros, podemos construir uma matriz W 

definida por: 

3.4.2 Mimmos quadrados 

(3.32) 

0= 

e 

(3.31) 

onde 

(3.30) y(k +I)= 0· w(k)+l;(k) 

Simplificando a no~iio e atribuindo um formato mais adequado ft aplicar;iio de metodos 

conhecidos de estimacao [Graupe76] como o dos mfnimos quadrados, para determinar os parametros de 

e, OU seja OS elementos de Ad e Bd· 

A equacao (3.28) flea : 

(3.29) l;(kT) =s(kT)-Adr(kT)+r(kT + T) 
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[Goodwin77]. 

com os parametros dados por (3.35). 

A representacao do sistema (3.2) e observavel por definicao e, uma vez que sabemos que o 

sistema e controlavel globalmente, temos a garantia de o modelo ser identificavel [Ljung87]. Ou seja, e 
possivel determinar os seus parametros se aplicados sinais de entrada adequados. Note-se que a nossa 

representacao e equivalente a uma representacao ARX multivariavel que e identificavel [Ljung87]. 

Uma questao que se poe, e a da garantia de que os sinais de entrada sao adequados para que se 

possa efectuar a identificacao do modelo. Uma vez que o sinal de entrada e rufdo branco, possuf 

garantidamente numero suficiente de frequencias para poder ser usado para identificar o sistema 

(3.38) v(k + 1) oo{k + 1) 

v(k + N) w(k + N) 

Y= 

{3.37) 

v(k+N-1) oo(k+N-1) u1(k+N-1) u2(k+N-l) 

W= 

(3.36) 
[ •11 ::i=[ A~•] a12 0= 

bu b21 B d 

b12 b22 

v(k) oo(k) U1(k) U2(k) 

se tera; 

Particularizando para o caso que pretendemos estudar, temos 2 estados e 2 controlos, pelo que 

(3.35) 

Desta fonna para determinar Ad e Bd sao necessaries '2N medidas de y { ou do estado) e N 

medidas de u com N ~n+m+l. 

A estimativa de mfnimos quadrados para 0 e entao dada por [Ljung87]: 

y1(k+N) ·· · Yn(k+N) 

Y= 

(3.34) Yn(k+ 1) Y1(k+l) 
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0 metodo usado na pratica consiste em quatro fases [Ljung87], [Ljung93]. Os elementos de Z 

deste metodo, sao escolhidos ap6s um primeiro passo onde e resolvido 0 problema de minimos 

quadrados simples, esta solucao e usada para gerar Z e numa segunda fase obtem-se uma estimativa 

inicial para 0 metodo de variavel instrumental. Num terceiro passo. OS residuos sao modelizados por um 

filtro linear. Por ultimo, os dados sao filtrados por este modelo e e feita uma nova estimativa usando os 

instrumentos da segunda fase. 

Ou seja, os elementos de Z tern de estar correlacionados com as variaveis de regressao mas nao 

com orufdo. 

(3.42) .E{s<r>~<r>} = o 

e 

(3.41) .E{s(t)w(t)} nao singular 

Isto e, o procedimento de estimacao tenta eliminar a correlacao existente entre os erros de 

predicao e as observacoes. 
A matriz Z e designada de variavel instrumental, e tern de satisfazer as condicoes: 

(3.40) :L~<r>[y<r>-w<r>a] = o 
A matriz Z contem uma sequencia de vectores de correlacso s , para os quais teremos: 

(3.39) 

Um dos problemas do estimador de minimos quadrados e que este e enviesado [Ljung87] se 

houver correlacao entre We~ .lsto acontece no nosso caso (tal como foi demonstrado em [Costa95]) 

pois apesar de ~ ser gaussiano, a sua media nao e em geral nula e esta correlacionado com as variaveis 

de regressao w. 

Para obviar este problema, calcula-se os parametros por uma modificacao do metodo dos 

minimos quadrados: 

3.4.3 Variavel instrumental 
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11.i 

Figura 3.6 - Va/ores medidos para v. 

• (V) 
t (~\ 

t C.1 

u(V) 
lit\ 

""""'" 

Estes correspondem a considerar um ponto de funcionamento em torno de 46% do regime 

maximo com a perturbacao por rufdo gaussiano com desvio padrao de 0.1. 

Dos dados de hodometria obtidos forarn eliminados os primeiros 70 valores e os ultimos IO 

correspondentes a 0.7 s iniciais em que o veiculo ainda esta a acelerar, e aos ultimos 0.1 s pois no final 

da experiencia da-se uma travagem brusca que poderia influenciar os resultados. Ficamos assim com 

220 valores correspondentes ao regime permanente em torno do ponto de funcionamento escolhido. 

Se o modelo fosse realmente linear nao haveria necessidade de eliminar a zona transit6ria, uma 

vez que o nao e, temos de garantir que se esta a operar numa zona aproximadamente linear em torno de 

um ponto de funcionamento nominal. 

Podemos observar nas duas figuras seguintes os sinais aplicados aos controlos e os valores 

medidos para v (safda I) e ro (safda 2) antes de qualquer processamento previo, 

(3.44) u2 (t) = 0.46+ N(0,0.1) 

(3.43) u1(t)=0.46+ N{0,0.1) 

A partir de (3.35) podemos esti.mar os valores dos elementos de Ade Bd. Os nossos controlos 

sao a referencia para cada um dos motores u1 e u2, e as observacoes sao os valores das velocidades 

angular e linear no instante seguinte. 

Nesta experiencia, aplicou-se como sinal de entrada aos dois motores (ul e u2) um rufdo 

gaussiano de media nao nula durante 3s e nesse intervalo obtiveram-se os valores instantaneos de v e ro. 

Os sinais de entrada forarn: 

3.5 Resultados obtidos - experiencla de identitica~ao I 
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(3.48) [
0.0025 0.0028 ] [0.0007 0.0007] 

Bd = 0.0084 -0.0039 ' CJa = 0.0015 0.0015 

(3.47) A = [ 0.8739 -0.0388] CJ = [0.0293 0.0405] 
d -0.1062 0.7618 ' A 0.0855 0.0893 

Variave! Insttumental 

(3.46) B = [0.0022 0.0024] [0.0005 0.0005] 
d 0.0072 -0.0042 • CJB = 0.0015 0.0016 

(3.45) A =[ 0.8890 0.0342] CJ =[0.0182 0.0186] 
d -0.0692 0.5199 • A 0.0526 0.0538 

Mfnimos Quadracios 

Os valores e respectivos desvios padrio obtidos para os elementos de Ade Bd pelos estimadores 

de minimos quadrados e variavel instrumental foram: 

3.5.1 Estimadores minimos quadrados (MQ) e variavel 
instrumental (VI) 

.......... """""'" 
Cl) • ~~~/~,~ Cl) (radii) 

(rail/s) 

' 

... 

·~ 
I l•l 1 bl 

u (V) u(V) _,.. 

~ ·~ 
ll•l l fl) 

Figura 3.7 - Valores medidos para m. 
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(3.49) u1(t)=0.22+0.9sin(3·t2) 

Esta comparacao de certa forma nao e significativa uma vez que o nosso modelo foi obtido por 

forma a melhor aproximar os dados medidos. Uma comparacao mais relevante sera entre o modelo 

obtido e os dados medidos para outra experiencia, Neste caso vamos comparar o modelo anterior com 

uma experiencia onde os valores das entradas sao dados por um seno/coseno com frequencia crescente: 

-0.<>----'---'----'---....._ _ _, 
0 50 100 150 200 250 

l(ms) 

Figura 3.9- Comparaciio entre o modelo VI (continuo) e os valores medidos (tracejado). 

00 0.11-----~--~--..------. 
(rad/s) 

o.1so"'-~-,~oo---,~so---200~.----'2so· 
t (s) 

1.1 
v(mls) 

1. I 
~ 

1. v 

Figura 3.8- Comparaciio entre o modelo MQ [continua] e os valores medidos (tracejado). 

oo o.•11-----~--~--..------. 
(rad/s) 

''"'" 1. 

v 
1.1::i------..---..-----.-----. 

Podemos observar nas figuras seguintes a comparacao da resposta do modelo obtido (a 

continuo) aos sinais de teste e os valores medidos (a tracejado). Para v apresenta-se uma comparacao a 

partir dos prirneiros 0.5 s para que as condicoes iniciais do modelo (nulas) nao exijam uma escala 

pouco adequada. 
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Nas figuras 3.12 e 3.13 temos o erro de estimacao em v em continuo e em oo em tracejado para 

os dois modelos. 

t(ms) 

(3.50) 

Figura 3. I I - Comparadio entre o mode lo VI e seno/coseno de freq. crescente. 

(I) 
(nd/s) 

0..•111'~ 

l(msl 

v(mls) 

Figura 3.10 - Comparaeiio entre o modelo MQ e seno/coseno de freq. crescente. 
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.. 

.. 
(I) 
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,.., ... ... """ l(ms) 
,., ... 

v 
(mis) 

"2 (t) = 0.22+0.9cos(3·t2) 



61 

l(ms) 
250 

l(ms) 

Figura 3.13 - Residuos de estimaciio e(t) para o modelo VI. 
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Figura 3.12 - Residuos de estimafilO e(t) para o modelo MQ 
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1Fazemos aqui um abuso de no~. j4 que as nonnas sio sempre valores escalan:s, por lle(t)I. entende-se: 

[lei cr>I 1~ <r>U 

Comparando os diversos valores vemos que o estimador de variavel instrumental fomece erros 

menores embora a custa de uma variancia ligeiramente superior. Nota-se especialmente para w que os 

residuos baixaram face ao estimador MQ apenas a norma 1 nos da valores maiores para os residuos do 

estimador VI do que para o estimador MQ (traduzindo a rnaior variancia dos residuos do primeiro). 

Este facto, pode ser constatado atraves da comparacao entre as respostas em ro para os dois modelos 

para os dados de valida~ao (seno/coseno de frequencia crescente), notando-se na figura 3.11 (VI) um 

melhor ajustamento do que na figura 3.10 (MQ). 

Uma caracterfstica importante que e(t) deve possuir e a de ser rufdo branco, isto para que o 

estimador possa nlio ser enviesado. Note-se que os residuos devern aproximar no caso ideal o rufdo ~ 

em (3.30) que se assume como sendo rufdo branco. 

Uma forma simples de testar a aproximacao de e(t) ao rufdo branco e verificar a sua 

autocorrelacao. 0 rufdo branco possui uma autorrelacao nula para todos os pontos diferentes de zero e 

um para o ponto zero. Este facto exprime a n~lio intuitiva de que tornando quaisquer dois instantes de 

tempo diferentes o valor do processo estocastico nlio apresenta nehuma correlacao, Nas figuras 

seguintes apresentamos o grafico da autorrelacao de e(t) para umajanela de 25. A tracejado encontrarn- 

le( t )I_ = [ 0. 7606 0.5625] lle<t)L = [0.1101 0.6211] 

leCt)l2 =[0.8309 2.6412] lle(t)l2 =[1.1538 2.7746] 

~e(t)l1 =[11.3309 31.5392] lle(t)ll1 =[11.0605 29.6539] 

cre(r) =[0.0786 0.1782] <Je(I) =[0.0776 0.1702] 

e(t) =[0.0032 --0.0001] e(t> =[0.0051 --0.0018] 

V ariavel Instrumental Mfnjmos QUadrac1os 

Para caracterizar o erro obtemos para o valor medio de e(t), o desvio padrio e para varias 

normas 1 deste vector: 



63 

Podemos verificar pelos graficos anteriores que os residuos slio aproximadamente rufdo branco, 

pois na sua autocorrelacao apenas um ponto aparece fora dos limites de confianca, por outro lado a 

correlacao entre os residuos e as entradas do sistema esta sempre dentro dos limites exceptuando um 

ponto para os residuos em CJ>. Tai como para o modelo obtido pelo estimador de minimos quadrados 

podemos analisar a autorrelacao dos residuos. Neste caso temos: 

Figura 3.15 - Correlaciio dos residuos (modelo MQ) com as entradas do sistema. 

a 

Jf _ 

a..- ....... - .... 1 ............ 

. .. 

·~.,......~.~~ .• ,..,._~~~~.~~.....,.,.~+..>..~.-=--,! .. 

Figura 3.14 -Autocorrelaciio dos residuos modelo MQ. 

"" 

"" .--c1-a..12 

.. 25 15 10 

se os limites de confianca para 95%. Apresentamos tambem a correl~io entre os residuos e as entradas 

do sistema. 
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Tai como no caso do estimador de minimos quadrados, os residuos sao tambem 

aproximadamente rufdo branco e a correlacao entre eles e as entradas e satisfact6ria. Nota-se no entanto 

para ro um aumento na correlacao entre as entradas e os respectivos residuos. 

Notanto a grande dispersao nos valores de a12 e a21 podemos considerar que a estimacao nao 

nos consegue fornecer com precisao estes valores. Alem disso os valores eventualmente negativos para 

estes elementos teriam como consequencia em tempo continuo instabilidade, o que nao acontece na 

pratica, Por outro lado atendendo a que em principio o veiculo e simetrico longitudinalmente, possuf 

motores semelhantes e que os valores destes parimetros sao pr6ximos de 0, podemos considera-los 

Figura 3.17 - Correlaciio dos residuos (modelo VI) com as entradas do sistema. 
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Figura 3.16 -Autocorreladio dos residuos modelo VJ. 
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e a defini-rao de espectro e similar para os outros sinais. 

A partir de (3.55) obtemos as rela.,0es entre os espectros envolvidos: 

T=-- 

(3.57) - Cl>u(CO) = I,Ru(t)e-jwr 

(3.56) Ru(t) = E{u(t)u(l-t)} 

onde q e o operador atraso nos tempos. A funcao G(q) avaliada no circulo unitario da-nos a funcao de 

frequencia G( eilJI ) . 

Podemos calcular o espectro Cl> de y e u, a partir da transformada de Fourier das suas fun~0es de 

covariancia R"(t) e RY(t). Para u teremos: 

(3.55) y(t) = G(q) ·u(t) + v(t) 

Alem dos valores dos parametros do modelo de identificacjo podemos estar interessados no seu 

comportamento em termos de frequencia. Para isso temos de considerar a descricao do sistema como 

uma fun'iiio de transferencia, Consideremos a seguinte descricao do sistema: 

3.5.2 AnaJ.ise em frequencia 

(3.54) B =[0.267 0.299] 
0.959 -0.445 

(3.53) A =[-13.48 0 ] 
0 -27.21 

Variavel instrumental 

(3.52) B =[0.2672 0.2993] 
0.9594 -0.4455 

(3.51) 
[
-13.48 0 ] A= 0 -27.21 

Minjmos Ouadracios 

nulos para a passagem de tempo discreto para tempo contfnuo. Desta forma, obtemos os valores 

correspondentes em tempo contfnuo (3.51). (3.52), (3.53) e (3.54): 
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Figura 3.18 - Resposta em frequtncia estimada por andllse espectral para v. 
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Podemos comparar a resposta em frequencia dos modelos anteriormente estimados (MQ e VI) 

com a estimativa da resposta em frequencia a partir da analise espectral acima descrita efectuada para 

os mesmos dados das experiencias de estima~ao de cada modelo. 

Na figura seguinte um diagrama de Bode da estimativa da resposta de frequsncia (com uma 

janela de comprimcnto 30) em comparacao com a resposta em frequencia de cada um dos modelos 

estimados (MQ e VI). 

(3.62) 

para «l>11(ro) (onde W~'t) e a uma janela de frequsncia e Me o seu comprimento e temos uma 
expressao amiloga para <I> yu ( to). 

Teremos entao uma estimativa da resposta em frequencia dada por: 

(3.61) 

(3.60) A 1 N 
Ryu('t) =- LY(t+'t)u(t) 

N r=I 

e uma expressao semelhante para R11 (r). Calculamos ci>,.., (ro) e ci>11(ro), usando: 

Atraves de estimativas das funcoes de covariancia Ry11('t) e R11('t), podemos calcular 

estimativas para o espectro. Usando 

(3.59) <I> yu ( to) = G( ejo> )<I>" ( (J)) 

(3.58) 
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escorregamento. 

Para obter este modelo, filtraram-se os valores de teste para as entradas dados por (3.43) e 

(3.44) por um filtro passa-baixo. 

0 filtro usado para filtrar o rufdo branco de entrada, foi um filtro de Butterworth de ordem 20 

com uma frequencia de corte de 25 Hz. Podemos observar na figura seguinte a resposta em frequencia 

deste filtro. 

Uma vez que o comportamento do modelo em todas as frequencies (ate 50Hz que e a frequencia 

de Nyquist maxima atingivel por imperativos de construcao do vefculo), nao e de igual interesse vamos 

obter um modelo que aproxime melhor as freqencias de interesse. Estas siio neste caso as baixas 

frequencies devido a irmos operar o vefculo sem variacoes muito bruscas de velocidade angular e 

linear. Tanto mais que a ocorrerem essas variacoes poderiamos entrar em situacoes indesejaveis de 

3.5.3 Modelo com filtro passa-baixo 

Note-se que sendo o sistema multivariavel teremos niio um diagrama de Bode mas sim 4 

correspondentes b relaljOeS entre cada entrada e cada safda. Nota-se que para o modelo de mfnimos 

quadrados (MQ) o ganho a baixas frequencias niio e muito born (particularmente para (I)), a que 

corresponde o enviesamento existente nesse estimador. Alem disso, a necessidade de o modelo 

representar o comportamento em toda a gama de frequencies, leva a que eventualmente nas frequencies 

de interesse a sua resposta niio seja a mais semelhante. 

Figura 3.19 - Resposta em frequincia estimada por andlise espectral para eo, 
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(3.66) 

(3.65) 

(3.64) 

(3.63) 

B = [0.486 0.497 ] 
I.392 -1.754 

[
-25.12 0 ] 

A= 0 -70.26 

a que corresponde em tempo contfnuo: 

[
0.00....9 0.0044] [0.0006 0.0006J 

Bd = 0.0100 -0.0126 ' (JB = 0.0020 0.0018 

A =[0.7779 0.0219] a =[0.0195 0.0161] 
d 0.0639 0.4953 , A 0.0598 0.0492 

M{njmos Ouadra<ios: 

Usando na mesma dois estimadores, um de minimos quadrados e um de variavel instrumental, 

obtemos os modelos: 

1 

1 

Figura 3.20- Resposta em frequencia do filtro de pre-processamento das entradas. 

Normalized frequency (Nyquist == 1 ) 
0.8 0.6 0.4 0.2 

' ' ' ··-----------··----------- 
' 

------------------·--------------- ! • I I 

-5 

Normalized frequency (Nyquist == 1) Phase (degrees) 
Or-=::::-~~~~~~--r--~~~-.-~~~---.~~~---, 

0.8 0.6 0.4 0.2 

' ' ' --- -- ----- ---·- - - -- ------ -- - .. ----- 
' I I I 

- - - - • - j • .. • • • .. "j • .. • • • • .. , .. • • • • •I • .. .. .. .. .. 

Magnitude Response (dB) o~~~~-.--~~~--r--~___,,~-.-~~~---.~~~--. 
' 



69 

I i ~----_.__...__..____.....___....._____. 
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0. 

Figura 3.21 ~ Comparafdo do modelo de minimos quadrados com seno de freq. varidvel. 

Output t 2 Fit: 0.1074 

0 50 100 150 200 250 300 
l(m.t) 

0.1~ 

0.2 ! 

O.l.---..----..--..---..----.. 
Oulp.il t 1 Fit 0.09881 

Nas figuras seguintes podernos observar a comparacao da resposta destes modelos com a 

experiencia onde se aplica o seno/coseno de frequencia crescente. 

(3.70) 

(3.69) 

(3.68) 

(3.67) 

[
0.561 0. 606 ] 

B = 1.585 -2.037 

A= [-27.41 0 ] 
0 -73.96 

em tempo continuo: 

[
0.0049 0.0053 ] [ 0.0008 0.0007] 

Bd = 0.0112 -0.0144 ' <Js = 0.0016 0.0015 

CJ = [0.0232 0.0251] 
A 0.0485 0.0526 

-[0.7603 0.0013] 
Ad - 0.0792 0.4773 ' 

YariiiveJ Instrumental: 
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Em seguida apresentamos algumas medidas do erro, para cada um dos modelos. 

Figura 3.24 - Residues do modelo var. instr. 
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Figura 3.23 - Residuos do modelo min. quad. 
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Em ambos os casos podemos constatar que para v a resposta e mais rapida que a real, e mais 

rapida que os modelos obtidos a partir de entrada nao filtrada. No entanto a resposta em ro e mais 

semelhante neste caso (o ganho esta mais pr6ximo do real para csta experiencia). Como o sistema e 
multivariavel uma melhoria na resposta em ro prejudicou a resposta em v. 

Nas figuras seguintes podemos observar os residuos associados a cada um destes modelos. 

Figura 3.22 - Comparaciio do modelo de varidvel instrumental com seno de freq. varidvel. 

t(ms) 

200 150 100 300 250 so 

-0. l ii ii -<>---~--~-~-~----~ 0 

Oulput t 2 F«: 0.1071 

250 300 
t(ms) 

150 100 200 

Oulput, 1 Fit 0.1002 
0.7 Cl) 0. 

v (rad/s) (mis) 
0. o. 

t '~ 0. o. ·L /u. \ o. 

0 l ~f \.. 
. r 

0 



71 

Figura 3.25 - AutocorrelaftJO dos residuos para o modelo min. quad. 
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Comparando os valores aoteriores para os dois mode!os vemos que as diferencas entre os dois 

estimadores niio siio significativas. 0 estimador de variavel instrumental fornece menores erros para ro 

mas maiores para v (este "trade-off' esta implfcito na ordem do modelo e no facto de o sistema ser 

multivariavel). Em comparacao com os residues para o caso niio filtrado observamos aqui que de uma 

forma geral os residuos sao menores. Isto significa que o modelo adapta-se melhor a dados com menor 

conteiido de altas frequencies. 

Nas figuras seguintes temos graficos da autocorrelacao do erro e da correlacao do erro com cada 

uma das entradas para os modelos obtidos pelos dois estimadores. 

~e(t)i_ =[0.6934 0.3422] le<t>L =[0.1111 o.3404] 

le(t)l2 =[0.96219 2.0530) lle(t)~2 =[0.9716 2.0434] 

lie( t >11 = [ 8.5828 25.1421] le(t>l1 = [8.5089 24.9611] 

CJ e(t) = [ 0. 0648 0.1388] CJe(t) =[0.0654 0.1381] 

e(t)=[o.003 0.008] e(r> = [o.0041 0.0012] 

Yariavel Instrumental Mfnimos QUadradOS 
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Figura 3.27 - Autocorrelaciio dos residuos para o modelo var. instr. 
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Figura 3.26 - Correlaciia dos residuos com as entradas para o modelo var. instr . 
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(3.72) 

(3.71) 

Um dos principais problemas dos modelos obtidos nas secyOeS anteriores foi a incapacidade 

destes de representar fielmente os dados da experiencia, 0 facto de o sistema ser multivariavel e de a 

ordem do modelo estar a panida determinada (por consideracoes inerentes a modelizacao efectuada no 

capftulo 2) levou a que niio se conseguisse melhorar significativamente as caracteristicas do modelo 

simultaneamente para as duas variaveis, 

Uma questiio que se pode levantar e a de se a ordem do modelo de identificacao e a usada 

(nesses casos ordem 2). Se nao existir nenhurn conhecirnento previo do sistema que permita determinar 

a ordern ea classe de modelos, esta tarefa e feita iterativamente. Nesta seccao vamos supor (baseando- 

nos nas caracteristicas do modelo anterior) que a ordem do modelo niio e a utilizada mas sim superior. 

Alem da comparacao de prestacao dos modelos para diferentes ordens, podemos recorrer aos 

criterios de "informacao" de Akaike [Ljung87]. Sendo e os residuos de estimacao para um dado 

modelo, n o m1mero de parametros a ser estimado e No numero de observacoes, temos: 

3.5.4 Modelos de ordem mais elevada 

Podemos atraves da observacao dos graficos concluir que o ruido da estimativa e 
aproximadamente branco nos dois casos uma vez que todos os valores da autorrelacao estao dentro de 

uma margem de confianca de 95% (com excepcao do primeiro que e sempre 1). 

Figura 3.28 - Correlasiio dos residuos com as entradas para o modelo var. instr. 
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Em seguida podemos observar para cada um dos casos a comparacao entre os dados de teste e os 

valores previstos pelo modelo obtido. 

I - Ordem 8 - Inclusao de um atraso unitario em u(t), na=nb=[ I I ; I I] nk=[ I I ; I I] 

II - Ordem 16 - Aumento de ordem para nae nb, na=nb=[2 2; 2 2] nk=O 

ID - Ordem 16 - Aumento de ordem para na e nb e atraso unitario, na=nb=[2 2 ; 2 2] 

nk=[l I; I I] 

IV - Ordem 24 - para na e nb sem atraso, na=nb=[3 3; 3 3] nk=O 

V amos nesta secylio aumentar a ordem do modelo usado na identificacjo e comparar os 

resultados obtidos. Na descri~ao (3.73), consideremos nae nb as matrizes ordem dos polin6mios A(q) 

e B(q) e nk os atrasos. Podemos aumentar os valores destes parametros o que se traduz por um aumento 

de ordem no modelo. Consideramos para simplificar que na, nb e nk slio matrizes constantes com os 

mesmos valores (descriylio identica para v e para oo). Alem disso iremos apenas apresentar os resultados 

para um estimador neste caso o de mfnimos quadrados. 

Os dados usados para a estimacao serao os iniciais (3.43), (3.44) sem o filtro passa-baixo. 

Iremos estudar os seguintes casos: 

(3.73) A(q)y(t) = B(q)u(t-nk) +e(t) 

Consideremos o sistema descrito por um modelo ARX: 

Estes criterios pesam nao s6 os desvios medics quadrados dos erros mas tambem a 

complexidade do modelo. No caso do BIC, da-se uma penalidade extra pelo aumento de complexidade. 

Uma vez que o erro e multivariavel, usar-se-a uma norma em (3.71) e (3.72) (no nosso caso usamos a 

norma2). 

Sempre que se aumenta a ordem do modelo, este adapta-se melhor aos dados, ou seja, a funitao 

custo do erro de previsao (geralmente uma norma do erro) usada para determinar · os parametros do 

modelo fomece valores menores. Isto deve-se a que com uma ordem superior o modelo e mais flexivel 

possuindo mais parametros a ajustar e logo consegue modelizar melhor a sequencia de teste. 

No entanto nao interessa sempre aumentar a ordem do modelo indiscriminadamente, por um 

lado obtemos modelos mais complexos e por outro esse aumento pode-nos nao trazer informacao 

adicional relevante. A partir de um certo ponto, o aumento de ordem nlio traduz uma melhoria na 

descricao do Sistema, mas sim apenas uma descricao de pormenores particu)ares a sequencia de dados 

usada na estimaitlio dos parametros. Esta situaeao designa-se habitualmente em literatura inglesa por 

"overfit". 
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Figura 3.31 - Comparafiio emre os dados e o modelo Ill. 
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Figura 3.30 - Comparaciio entre os dados e o modelo II. 
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Figura 3.29 - Comparaeiio entre os dados e o modelo I. 

1.1--..----..-----....----, 

-0.D----'--..._____._ _ __.____, 
O 50 100 150 200 t(ms)250 

-0. 

-0. 

o,7.,___..____~--..,.~~ 
50 100 150 200 t(ms) 250 

0. 

I' 

1. • ' 'I • . • 

: .:,:: ~: - 
1 t• I\ I fl' I ' I 'l ~ •• 

• .. ::. : • ••• 1 ~' :· .' . J :: 

o'·~I 

11'1°t\~·~·r··' 
. ~: .:·: ... : · .i~:~:·. . :: : :·I~ 
0. : I ' ' r -r. 'l~ ~ : : ' • 1, •I ..... i I I • 

U I - I o. It, • I I ·.. '1 11 ! 

' . .. : 
\ . 

1. 



76 

Figura J.34 - Autocorreladio e correlaciio dos residuos caso II. 
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Figura 3.33 - Auiocorrelaciio e correlaciio dos residuos caso I. 
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Em seguida, temos os graficos de autocorrelacao dos residuos e da sua correlacao para cada uma 

das entradas. 

Figura 3.32 - Comparaciio entre os dados e o modelo IV. 

-0 .. --'-.L--.L--L----.J 
O 50 100 150 200 , (ms)250 

-0. 

I 

' o. I' • . . . . 

-0 . .} I 11 l . . . .. : . ~ .. i , ' . . , .. 
. . ' -0. . . . 

0.----..------. 

50 100 150 200 <(ms) 250 

1.1-~-----.-----.------. 

1. 



77 

Podemos observar na tabela anterior que a consideracao da existeencia de um atraso no controlo 

( caso I) leva a uma melhoria nos residuos. Nos casos onde se aumenta a ordem esta melhoria continua a 

verificar-se em rel~o ao modelo original. 0 caso III em que se considera alem de um aumento de 

ordem a inclusao de um atraso no controlo nao apresenta no entanto melhoria face ~ nao inclusao do 

atraso para a mesma ordem. Vemos tambem que as melhorias mais significativas dao-se para a previsao 

de ro (que no modelo original apresentava um ganho pequeno e alguma incapacidade de modeli~iio). 

Tabe/a 3.2 - Medidas dos residuos para modelos de ordem mais elevada. 

Mod.Ant. I II m IV 

e(t) [0.0051 -0.0018) 10.0057 -0.00091 [0.0057 -0.0019) [0.0068 -0.0026) [0.006 -0.0043] 

(J e(r) I0.0776 0.17021 I0.0757 0.13551 I0.0692 0.12521 10.0773 0.13211 I0.0701 0.11511 

l!eU)ll, fl 1.0605 29 .65391 [9.8562 24.17441 [8.1968 21.69421 19.3503 23.81331 18.2926 20.18291 

lle(t)ll2 [1.1538 2.77461 r 1.1264 1. 99061 11.0302 t.83991 11.1514 1.94911 1 t.0426 1. 10511 

lle<r>L [0.7701 0.62771 [0.8373 0.36941 [0.7741 0.36771 10.8373 0.37651 [0.7709 0.37941 

Na tabela seguinte podemos observar as medidas do erro para o modelo de ordem mais baixa 

(3.45) e (3.46) e para os 4 casos de ordem mais elevada. 

Figura 3.36 - Autocorre/afiio e correlaciio dos residues caso IV. 
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Figura 3.35 - Autocorreladio e correlaciio dos residuos caso Ill. 
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Comparando os criterios de informa~ao verificamos que o caso ill nao apresenta nenhuma 

melhoria face aos anteriores, confirmando a constatacao efectuada aquando da analise comparativa dos 

residuos. 0 modelo I apresenta uma melhoria substancial face ao original nos dois criterios, tanto mais 

que nao corresponde a um aumento de mimero de parametros a determinar e reduz os residuos. 0 

modelo Il apresenta um bom compromisso cntre complexidade e pequenos residuos ( corresponde ao 

mfnimo no AIC) embora seja penalizado no BIC dcvido l sua complexidade. 0 modelo IV ja nao nos 

traz tantas vantagens uma vez que possui um ntimero elevado de parametros. Facto este salientado pelo 

Tabela 3.3 - Criterios de informadio de Akaike 

AIC DIC 

Mod.Orig. 36.3509 40.5326 

Modelo I 30.0711 33.5305 

Modelo II 28.2874 34.3825 

Modelo ill 31.1071 37.8096 

Modelo IV 28.1889 36.7557 

Figura 3.38 - Criteria BIC 
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Figura 3.37 - Criteria AIC 
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\ 

Tai como era de prever, e para o caso de ordem mais elevada (caso IV) que os residuos sao menores. 

Em todos os casos continua-se a verificar que os residuos sao aproximacoes aceitaveis de ruido branco 

e nota-se que um aumento de ordem leva a que a autocorrelacao do erro se tome mais "plana". Alem 

disso, a correlacao do ruido com as entradas diminui tambem com o aumento de ordem mostrando a 

independencia do ruido face aos controlos. 

Na figura seguinte, temos um grafic.o dos criterios de informacao de Akaike versus a ordem do 

modelo. 
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Figura 3.39 - Resposta em frequincia para o modelo original e mode lo I. 
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Podemos ver na figura anterior que a resposta deste modelo niio difere muito da resposta do 

modelo original para a velocidade linear. No entanto para w nota-se uma melhoria significativa no 

ganho a baixas frequencies (que constituem a nossa garna de interesse), melhoria esta que leva ao 

menor valor dos residuos constatado na analise anterior. 

........,.,..~._., .... 

pouco decrescimo no AIC face ao modelo Il e pelo elevado BIC causado pela complexidade do 

modelo. 

Tai coma foi efectuado para os modelos de ordem menor, podemos comparar as respostas em 

frequencia de cada um dos casos com a obtida por analise espectral . 
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Verificamos agora que o modelo II apresenta uma melhoria substancial na resposta em 

frequencia, incluindo a altas frequencias embora esta nao seja a gama de frequencies de interesse. A 

inclusiio do atraso no modelo II niio apresenta uma melhoria significativa (algo que ja foi verificado na 

analise dos residues e criterios de informacao). 

,....."LOT . - •'"'-~~~ ........ ..__~~~_...---~~~_... . 
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Figura 3.40 - Resposta em frequencia para o modelo original, modelo II e modelo Ill. 
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Da figura anterior podemos observar que a resposta em frequencia para o caso IV e praticamente 

igual a do modelo Il. As poucas diferencas que existern apenas se verificam para as altas frequencies. 

Da comparacao entre os quatro casos estudados podemos concluir que nao vale a pena aumentar 

a complexidade do modelo a partir do caso II. Por outro lado, se se pretender melhorar as prestacoes 

sem grande aumento de complexidade o modelo I apresenta tambem boas caracteristicas. 

Apresentamos em seguida os valores dos paranmetros dos modelos discretos para os casos I e II. 

...... fl\0(. ..... 1 ...... 
- 

...... ""°'·"-''' .... 
- 

Figura 3.41 - Resposta em frequencia para o modelo original, modelo /I e modelo ll/. 
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e os seus parametros siio: 

v(t) v(r-1) (3.77) 
ro(t) (l)(t-1) 

X1 (t) 
=Ad 

x, (t - l) 
[ "1 (t-1)] 

Xz (t) .t:(l-1) 
+Bd 

Uz(t-1) 

X3(t) X3(t-l) 

X4 (t) .t4(t-l) 

Este modelo possui seis estados, tal como se pode observar em seguida 

(3.76) 

com os parametros dados por: 

[Q.8181 0.0195 0 

0 l [M171 0.0170 0 

0 l (3.75) 
0.0559 0.3709 0 0 0.0453 0.0448 0 0 

Ad= 0 0.036 0.0039 , (JA = 0 0.0005 0.0005 0 0 
0 0 0.011 --0.0132 0 0 0.0013 0.0013 

(3.74) 

[ 

v(t) l [ v(t-1) l 
ro(t) =A (l)(t-1) +B [u1(t-l)] 
X1(t) d x,(t-1) d "2(t-l} 

x2(t) X2(l-1) 

0 modelo esta na forma: 
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a que correspondc em tempo contfnuo: 

(3.83) 
[
0.0020 0.0026] [0.0006 0.0006] 

Bd = 0.0065 -0.0056 ' 08 = 0.0016 0.0017 

(3.82) A =[ 0.8771 -0.0122] c =[0.0212 0.0190] 
d -0.0232 0.5538 ' A 0.0599 0.0537 

Mfnjmos Ouadrados: 

Usando na mesma dois estimadores, um de minimos quadrados e um de variavel instrumental, 

obtemos os modelos: 

(3.81) "2 (t) = 0.25+ N{0,0.12) 

(3.80) u1(1)=0.25+ N(0,0.12) 

Esta experiencia foi semelhante a da ~ao 3.5.1, mas neste caso aplicaram-se entradas 

correspondentes a um ponto de funcionamento de 25% do regime maximo, 

Os sinais de cntrada foram: 

3.6 Experiencla de identitica~io II 

0.4809 0.0168 0.23.54 0.0279 0.0033 0.0044 0.0492 0.0168 0.04SS 0.0162 0.0004 0.0004 
0.0897 0.38SS 0.06S6 0.0344 0.011 --0.0126 0.14SI 0.0496 0.1342 0.0476 0.0012 0.0012 (3.78) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A•• 0 1 0 0 0 0 
a.,= 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0.0022 0.0018 0.0004 0.0004 (3.79) 
0.0057 -0.0050 0.0011 0.0012 

0 0 0 0 
Bd= 0 0 ' (fB = 0 0 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
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(3.89) 

(3.88) 

(3.87) 

(3.86) 

(3.85) 

(3.84) 

~e(t>L =[o.4332 0.4122] ~e(t )I_ = [ 0.4277 0.4922] 

lle(l)l2 =[1.0377 2.6994] lle(l)l2 =(l.0302 2.6356] 

lle(t)ll1 = [ 11. 7043 31.6303] ~e<r)I, =[lt.6519 30.8502] 

<Je(r) = [0.0700 0.1838] <Je(r) =(0.0693 0.1791] 

e(l) = (0.0019 -0.0001] e<r> =[0.0056 -0.0012] 

V ariilyel Instrumental Mfnimos quadC3dos 

Apresentamos tambem as medidas do erro, para os dois estimadores. 

B =[0.199 0.221] 
1.006 ~.748 

em tempo contfnuo: 

[
-10.26 0 ] A= 0 -32.16 

[
0.0019 0.0021 ] [0.0006 0.0006] 

Bd = 0.0086 ~.0064 ' (JB = 0.0016 0.0017 

[ 
0.9025 ~.0004] [0.0434 0.0311] 

Ad= ~.0526 0.7250 • (JA = 0.1118 0.0801 

V ari!ivel Instrumental: 

B = [0.213 0.277 ] 
0.861 ~.742 

A =[-13.11 0 ] 
0 -59.09 
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em tempo continua: 

(3.97) [
0.0018 0.0023] [0.0007 0.0007] 

Bd = 0.0132 --0.0052 ' Ga = 0.0021 0.0021 

{3.96) [ 
0.8983 -0.0495] CJ = [0.0587 0.0309] 

Ad= --0.2308 0.9738 ' A 0.1858 0.0979 

Variiive! Instrumental: 

(3.95) B =[0.251 0.349] 
l.] 81 --0. 626 

(3.94) A =[-17.84 0 ] 
0 -80.76 

a que corresponde em tempo continua: 

(3.93) [
0.0023 0.0032] [0.0007 0.0007] 

Bd = 0.0081 --0.0043 ' Ga = 0.0019 0.0019 

(3.92) A = [ 0.8366 -0.0054] CJ = [0.0279 0.0208] 
d -0.0302 0.4459 ' A 0.0800 0.0595 

Mfnimos Qua.dra<ios: 

Tendo-se obtido os modelos: 

(3.91) "2(t) =0.12+ N(0,0.09) 

(3.90) u1(t)=0.12+ N(0,0.09) 

Nesta experiencia o ponto de funcionamento corresponde a 12% do regime maxima, sendo os · 

sinais de entrada dados por: 

3. 7 Experiencia de identifica~ao Ill 



86 

(3.101) Ui(t) =0.25; t ~I 

(3.100) 

Os sinais de entrada foram: 

Alem dos sinais de teste utilizados para a estimacao dos parametros da dinamica, aplicou-se um 

degrau em cada um dos controlos por forma a obter a resposta do sistema a este sinal. 0 degrau foi de 

diferente amplitude para cada controlo por forma a existir um degrau no modo comum (que influencia a 

velocidade linear) e no modo diferencial (que influencia a velocidade angular). 

3.8 Resposta ao degrau 

~eu )L = [ 0.1809 o.s529 J !e(t)L =[0.1717 0.5065] 

lle(t >112 = [ 0. 7728 2.4854] lle(t)l2 =[0.7569 2.1111) 

lle(t)ll1 = [8.7700 28.9069] lle(t)ll, =[8.7159 25.0314] 

CJe(r) =(0.0522 0.1676] CJe(r) =(0.0508 0.1430) 

e(t) =[0.0006 0.0011] e(t) = [0.0052 --0.0024] 

Yarilivel Instrumental Mfnjmos quadrados 

As estatfsticas dos residuos foram para cada modelo: 

(3.99) B =[0.189 0.243] 
1.337 --0.527 

(3.98) A= [-10.72 0 ] 
0 -2.65 
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3 
t (s) 

Figura 3.43 - Resposta em velocidade angular ro 
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Figura 3.42 - Resposta em velocidade v 
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Podemos observar nas figuras seguintes a resposta ao degrau em velocidade linear e em 

velocidade angular. A linha continua no interior do grafico corresponde a uma spline interpoladora dos 

dados obtidos. 



88 

Podemos observar na figura anterior que o empurriio niio dimimui o pico inicial o que leva a 

concluir de este niio se dever a uma folga na caixa de velocidades. Se tal acontecesse essa folga seria 

minimizada pelo empurriio e logo o pico a tracejado seria menor. 0 degrau a tracejado e ligeiramente 

superior ao caso normal devido a uma pequena velocidade inicial que nao se conseguiu evitar aquando 

do empurrao. 

t (s) 

Figura 3.44 • Resposta em v com e sem empurriio 

%'-----~50----,~oo-----',50 200..__ 250'-------'300 

0.1 

0 

o. 

o. 

o. 

v(m's) 

o.----~----~---~---~---~---~ 

Podemos observar no grafico da resposta de v a existencia de um pico perto do ponto 105 

(correspondente ao instante t=l.05 s). Para averiguar a causa desse pico efectuou-se a experisncia 

anterior mas agora com 3 condicoes diferentes. Primeiro deu-se um pequeno empurriio ao vefculo no 

arranque para tentar eliminar possfveis folgas, depois efectuou-se a experiencia com as rodas e o piso 

molhado para diminuir o atrito e por ultimo colocou-se uma carga no vefculo para aumentar o atrito. 

Em seguida apresentam-se os graficos comparativos de cada uma destas experiencias (a 

tracejado) com o caso normal (a continua). 
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Figura 3.46 - Resposta ao degrau com e sem peso extra 
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A inclusio de agua no piso nao afectou significativamente a resposta ao degrau. Devido a grande 

aderencia do piso e a massa relativamente elevada do veiculo, as condi~0es de escorregamento niio 

foram afectadas. 

Figura 3.45 - Resposta em v com e sem agua no piso 
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A tarefa de obter um modelo linear para as velocidades do vefculo, exigiu que se linearizasse o 

modelo em tomo de v8rios pontos de funcionamento. Isto levou a existencia de um conjunto de 

modelos validos para cada zona de funcionamento. 

Como o sistema e multivariavel (neste caso apenas consideramos as variaveis v e co) a tarefa de 

identificacao e complicada pela inte~iio das varias variaveis. Embora niio se tenha apresentado aqui a 

consideracao inicial de desacoplamento entre v e co e a respectiva identificacao dos subsistemas 

correspondentes geraram modelos de fraca qualidade (em termos de residuos) e mesmo modelos 

instaveis, Este acoplamento traz-nos grandes problemas na identificairao de parsmetros ja que os 

parimetros de acoplamento obtidos pelos estimadores tern muito pouca precisao nao podendo por isso 

ser usados na obten~o do modelo em tempo contfnuo, Note-se alias que em muitos casos estes 

parametros siio negativos o que significa um sistema instavel em tempo contfnuo. A esta dificuldade 

acresce as limitair0es de Indole tecnol6gica como a taxa de amostragem maxima de lOOHz e os nfveis 

de quantizairao mfnimos para as medicoes de v e co. Estes efeitos de quantizaeao siio particularmente 

importantes no caso de w como se pode constatar pelos diversos graficos apresentados, o que alias se 

reflete na maior dificuldade dos modelos em modelizar esta variavel. 

Estas limitacoes e dificuldades levaram a que os modelos obtidos (os de mesma ordem) neste 

capftulo diferissem substancialmente do calculado no capitulo anterior a partir de grandezas fisicas e 

das caracterfsticas do veiculo. Nao devemos esquecer que esse modelo pressupoe a linearidade do 

sistema, o desacoplamento entre as variaveis (motores iguais), ignora os efeitos das rodas livres e o 

escorregamento. Alem disso certos valores necessaries ao calculo sao de dificil obtencao e logo pouco 

precisos (nomeadamente as caracterfsticas dos motores ea distribuicao da massa pelo vefculo). 

Uma vez que o nosso interesse na obtenirao de um modelo do vefculo reside na sua posterior 

utilizacao no controlo ou em simulacao, interessa definir quais as caracterfsticas que esse modelo deve 

possuir. No caso da utilizairao prevista do vefculo (problema abordado no capftulo seguinte) a gama de 

frequencias em que estamos interessados e a das baixas frequencias dado nao se prever no seu normal 

funcionamento mudancas bruscas de velocidade, o que poderia alias levar ao escorregamento. Oaf o 

uso de um filtro passa baixo para obter o modelo melhorado do vefculo. 

3.9 Interpretaeao dos resultados 

O aumento de peso apenas tomou a resposta mais lenta o que se deve a alte~ao intrinseca do 

sistema. Nao ocorreu melhoria na aderencia pelo que o pico inicial manteve-se. 

Em face destes testes podemos aventar como hip6tese provavel para a origem deste pico, um 

pequeno escorregamento inicial aquando do arranque (note-se que nesse ponto os motores possuem 

binario maximo ). Ap6s este escorregamento inicial as rodas aderem e o vefculo responde normalmente. 
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Embora se tenha conseguido melhorar a resposta as baixas frequencias experimentaram-se 

tambem modelos de ordem mais elevada do que a sugerida pela modelizacso do capftulo anterior. Estes 

modelos fomeceram um melhor desempenho, especialmente no que diz respeito a ro, que foi a variavel 

mais dificil de modeliz.ar. 0 acrescimo de complexidade s6 compensa para o modelo II da sec~ao 3.5.4 

, este modelo reune um born compromisso entre qualidade de previsao e complexidade, muito embora 

possa nao ser necessario recorrer a ele para o controlo do vefculo. 

A passagem de tempo discreto para tempo contfnuo revelou-se complicada, quer pela imprecisao 

dos parametros de acoplamento quer por ser um processo bastante sensfvel a pequenas varia~0es no 

modelo discrete (atente-se a (3.24) e (3.25)). Foi necessario considerar o desacoplamento entre v em 

para essa passagem embora esta consideraeao seja apenas aproxirnada. 

Apesar das diferencas entre os diversos modelos obtidos (quer por diferentes estimadores, quer 

por aplicacao de filtragem) nota-se uma certa latitude de funcionamento uma vez que para os prop6sitos 

de controlo as caracterfsticas essenciais que se pretendem descrever sao abrangidas pelos varies 

modelos. lsto pode ser confirmado nos capftulos seguintes quando se efectuar o controlo do vefculo. 
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Neste capftulo, vamos enquadrar o problema de controlo numa arquitectura. A arquitectura de 

controlo estabelece quais sao as diversas funcionalidades que devem ser disponibilizadas pelo vefculo. 

A consideracao de diversas modalidades de controlo, vai permitir a sistematizacao das abordagens a 

efectuar para a resolucao do problema de controlo. 

Pretende-se que um robot m6vel efectue uma missao. Este e o problema global. A missao define 

as tarefas a serem realizadas pelo robot bem como o seu escalonamento temporal. Dado que estamos a 

estudar um robot m6vel (neste caso terrestre), da missao a efectuar pelo robot pode advir a necessidade 

de "percorrer" uma traject6ria. E o sub-problema de "tracking" de uma traject6ria que vai ser estudado 

para o caso de um robot m6vel terrestre com direccso diferencial (comando independente de 2 rodas 

motoras). 

4.1 Introdueao 

PROBLEMA DE CONTROLO PARA 0 ROBOT 

ENQUADRAMENTO E FORMULAl;AO DO 

CAPITUL04 
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A complexidade de funcionamento de um vefculo m6vel aut6nomo exige uma arquitectura de 

controlo que permita ao vefculo efectuar com sucesso as tarefas que lhe sii.o exigidas. 

A arquitectura onde se enquadra o problema de controlo do robot e uma arquitectura hierarquica 

com tres nfveis [Pereira 95], [Pereira95b], [Silva95], estes siio responsaveis pela organizacao e 

planeamento da rnissao, coordenacao da sua execucao e pelas funcionalidades basicas necessaries a 
execucao da missiio. 

4.2 Arquitectura 

• Percurso ou caminho - Caminho geometrico no piano defioido numa traject6ria. Por 

exemplo, a traject6ria definida por uma recta com aceleraeao coostante durantc um dado intervalo de 

tempo, o percurso sera someotc a recta. Corresponde a uma traject6ria de estado mas s6 para as 

variaveis de estado x e y. 

• Segmento ou t~o - Traject6ria elementar a ser seguida pelo robot. E o resultado da 

decomposicao da traject6ria em partes. Podemos, por exemplo, considerar: segmentos de recta, 

clotoides, arcos de circunferencia, "splines", etc. 

• TrajectOria - Caminho a percorrer pelo robot continuamentc juntamente com a especificacao 

das suas velocidades (linear e angular). A traject6ria corresponde a uma traject6ria no espaco de 

estados do robot. 

• Missio - Conjunto de objectivos a serem atingidos pelo robot atraves da execu~iio de um certe 

mimero de tarefas. Cada tarefa corresponde a uma ac~iio a ser efectuada pelo robot sujcita a restri~0es 

temporais. Um dos tipos de actividades e a locomocao, a qual envolve o cootrolo de movimento. Um 

exemplo consiste no seguimento de uma traject6ria. 

Em seguida vamos apresentar algumas defini~0es que serio utilizadas subsequentemente ao 

longo do texto, assim define-se: 
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0 nfvel funcional fornece as funcionalidades basicas do vefculo. Estas incluem as diversas 

modalidades de controlo de locomocao, as diversas capacidades de actuacao dos actuadores do vefculo 

(por exemplo num veiculo de limpeza industrial podemos ter escovas, aspiradores, bombas de agua, 

etc) e as funcionalidades sensoriais (tais como a hodometria, posicionamento por triangularizacao 

radio, ou outros sensores). 

Os mesmos dispositivos ffsicos (sensores e actuadores) que constituem o vefculo podem ter 

diferentes modalidades de funcionamento conforme a sua utili~lio. Podemos por exemplo ter 

diferentes modos de Jeitura de sonares ou diferentes modalidades de locomocao como percorrcr uma 

recta, curva ou controlo directo dos motores cm tclc-ope~lio. 

4.2.3 Nivel funcional 

Este nfvel e responsavel pela coordenacao da execucao de uma dada misslio. Em regra geral, e 
implementado no computador de bordo do robot ( ou entiio num computador ligado a ele por 

comunicacoes de elevada taxa de transfersncia) uma vez que tern de funcionar "on-line". 

A execucao da misslio vai exigir uma tarefa de pilotagem onde se articula as diferentes 

modalidades de funcionamento disponfveis para o vefculo. A pilotagem e responsavel pelo 

fornecimento das referencias a cada funcionalidade basica do vefculo e pela sua articulacao. Torna-se 

pois uma gestiio das transicoes entre dif erentes modalidades de funcionamento. 

Na coordenacao temos alem de garantir a correcta execucao da missao, que verificar condicoes 

de erro ou exce~lio e tomar medidas apropriadas a estas situacoes. 

4.2.2 Coordenaeao de execucao 

O nfvel de organi~lio e o mais alto na hierarquia e e responsavel pelo planeamento da missao, 

Este nfvel e muitas vezes executado em "off-line" uma vez que e usual conhecerem-se os objectivos a 

ser cumpridos e podemos a priori planear as tarefas que vlio atingir esses objectivos. Esta tarefa de 

planeamento envolve nlio s6 o planeamento de traject6rias mas tambem as tarefas a serem efectuadas 

pelo vefculo {por ex.: carga/descarga, paragens, "docking", ac~lio de dispositivos, leitura de 

sensores, etc). A misslio pode estar sujeita a doutrinas que slio regras genericas para o seu planeamento 

dependendo de diferentes sit~Oes. 

Uma vez planeada a missao, tarefa esta geralmente executada por um computador externo ao 

vefculo, a missao e transferida para o computador de bordo para que possa ser executada, 

4.2.1 Organiza~o e planeamento da missao 
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Quando a traject6ria e definida por pontos de referencia ("way-points") pretende-se que 0 

veiculo passe por cada um destes pontos, se tal acontecer considera-se a traject6ria por executada 

correctamente. 0 percurso e entiio dividido em segmentos de recta que ligam cada ponto de referencia. 

Em cada segmento do carninho pretende-se que o robot va da sua posi~o actual para o pr6ximo "way- 

point" e, uma vez atingido este, considera-se o pr6ximo. Quando se pretende que o robot percorra uma 

curva esta e definida por uma sequencia de pontos. 

0 uso de pontos de referencia pode ser determinado pela situa~iio de nao estarmos 

particularmente interessados no seguimento exacto do caminho, mas se apenas quisermos que ele passe 

4.3.1 Pontos de referencla ("way-points") 

Antes de se estudar o controlo do robot, vamos prestar alguma aten~iio ao tipo de referencia que 

e usado normalmente no sistema de controlo. 

De facto, esta questiio pode parecer um pouco irrelevante, pois a escolha do tipo de referencia a 

seguir, depende do tipo de problema de controlo que queremos resolver e da arquitectura de controlo 

proposta para a sua resolucao, No entanto, parece-nos relevante focar este assunto na medida em que, o 

nosso problema de controlo envolve algumas questoes de admissibilidade na referencia usada. 

Muitas vezes, o problema do controlo de um robot m6vel terrestre, consiste em garantir que o 

robot percorra um dado carninho no espaco sem restricoes temporais (por ex.: a velocidade constante) 

[Robosoft93], [Borenstein87], [Borenstein93], [Cox88], [Cox[91]. Este carninho, pode ser definido de 

varias formas, podemos por exemplo, ter as fum;0es que definem o carninho (em fun~iio do espaco, ou 

do tempo). Eventualmente poderiio nao existir indicacees quanto a orien~iio, assumindo-se que esta 

deve ser a tangente a traject6ria. Outra forma de indicar o caminho a ser seguido e dar alguns pontos 

nesse caminho ("way-points"), por onde o robot tern de passar. Por exemplo em [Borenstein87] o 

caminho e definido por "way-points" ligados por rectas. 

4.3 Referencia 

Cada modalidade e definida pela possfvel parametrizacao diferente dos dispositivos ffsicos e por 

uma interconeccao entre eJes sujeita a leis e estrategias de controlo e sensoriais. Por exemplo, para 

implementar a funcionalidade de seguir uma recta no piano torna-se necessario um algoritmo de 

controlo para os motores do vefculo, algoritmo esse que vai necessitar de informa~ao sensorial para 

saber a posi~o do veiculo. 
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por alguns pontos relevantes, ou por facilidade de extrair os pontos de referencia no planeador de 

traject6rias, face a eventual maior complexidade da definicriio completa do caminho. 

Este tipo de esquema de controlo p0e alguns problemas: indefini?o temporal, possibilidade de 

pontos niio atingidos, pontos demasiadamente pr6ximos e a determinaeao de quando e que se atingiu 

umponto. 

Como, geralmente, 0 caminho e percorrido a velocidade Constante, 0 controlo e feito apenas em 

posicriio. No entanto, pode ser necessario parar num determinado ponto e o robot parte pelo menos uma 

vez da situa41ao de velocidade nula. lsto, implica que vai ter de existir aceleracao. Para a defini41iio de 

quando e que se inicia e se termina o periodo de aceleracao, usam-se regras heuristicas, tais como a 

definicrao a priori de rampas de aceleracao. Desta forma, evita-se o problema da defini41iio da 

velocidade em cada instante, conjugando o controlo em posi41iio, com urna lei que faz variar a 

velocidade de acordo com a posicriio do vefculo. Esta s6 e usada, na si~ inicial de arranque e no 

ponto final de paragem. 

Para determinar se um "way-point" foi atingido define-se uma vizinhanca do ponto na qual se 

admite que o ponto foi atingido. Se o controlo for suficientemente born e a vizinhanca grande, pode-se 

evitar que se percam pontos. Claro que se p0e a questiio de qual deve ser essa vizinhanca, Se for 

demasiado pequena, perdem-se pontos, se for demasiado grande a traject6ria percorrida toma-se muito 

diferente da que passa pelos pontos. 

A distancia entre pontos de referencia pode ser bastante pequena ( o planeador pode fornecer 

pontos demasiadamente pr6ximos, ou a pr6pria forma do caminho pode exigir demasiados pontos), e 

neste caso podemos ter problemas praticos no controlo. As caracteristicas do robot, podem determinar 

que este niio possa percorrer distancias demasiadamente pequenas (niio linearidade dos motores, o facto 

de o controlo ser digital, inercia, etc), e isto leva a que alguns pontos intermedios se percam. 

Se o robot apenas se dirigir em linha recta para o "way-point" mais pr6ximo, entiio e provavel 

que, uma vez atingido o ponto, a orientacao do vefculo no ponto niio seja tangente ao segmento de recta 

que o une ao seguinte. Isto e, pode ser conveniente reorientar o robot no "way-point" para poder 

prosseguir para o pr6ximo. Esta reorientacao pode ser feita com o robot parado, ou, se niio for 

efectuada, o vefculo vai descrever uma curva que tende a reorientar o vefculo (dependente da lei de 

controlo usada). 
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). 

Uma altemativa ao controlo por pontos de referencia, e o seguimento de traject6rias (aqui 

entendidas como um dado caminho no espaco) [Cox88]. Isto pressupoe que, a partida, a traject6ria ja e 

em parte conhecida. 

Assim, em vez do robot se dirigir para um dado ponto, o controlador faz com que ele tente 

percorrer uma dada recta no espaco ( ou uma curva definida). Alguns dos prob)emas que surgem com o 

uso de pontos de referencia sao eliminados, pois agora temos uma descricao do pr6prio percurso e nao 

s6 alguns pontos desse percurso. 0 controlo pode ser feito em velocidade, pois pode ser indicada ao 

robot como referencia uma dada velocidade linear e uma dada velocidade angular . 

Se o controlo for feito em velocidade, podemos definir com precisao como esta varia no tempo e 

desta forma definir a aceleracao. Este tipo de referencia (velocidades) e mais geral e permite-nos 

controlar mais aspectos do movimento do veiculo. 

Claro que, inerentemente ao controlo de velocidade, podemos ter pior precisao quando se 

pretende especificamente atingir um dado ponto no espaco, ou o planeador de traject6rias pode nao nos 

fomecer a traject6ria na forma pretendida. Normalmente os planeadores de traject6ria, apenas indicam 

o carninho a ser seguido (traject6ria no espaco: x(s) e y(s) ), a orienta~iio do veiculo em cada ponto da 

traject6ria ( 0(s) ), que usualmente ea tangente a traject6ria e uma velocidade nominal (que define s(t) 

4.3.2 Traject6rias 

Uma solu~ao rnista para resolver em parte o problema da orientacao [Robosoft93], 

[Robosoft93b], consiste em efectuar uma clotoide a uma dada distancia desse ponto por forma a poder 

reorientar o veiculo para se atingir o ponto seguinte. Claro que isto exige que pelo menos dois pontos 

de referencia consecutivos sejam conhecidos em cada instante. 

Figura 4.1 - Traject6ria definida por "way-points". 

-------e> 

curva necessaria 
para a reorientacao 
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(4.2) 

(4.1) 

Dado que fomecemos como referencia ao sistema de controlo, niio s6 as posicoes mas tambem 

as velocidades e necessario garantir que a referencia e coerente. Primeiro, a posicao tern de 

corresponder ao integral da velocidade, e niio pode ser descontinua ou niio-diferenciavel em relacao ao 

tempo. Isto e, para um dado instante t1 teremos: 

No entanto e necessario, garantir algumas questoes de compatibilidade na referencia fornecida 

ao controlador. 

4.3.3 Compatibilidade de referencia 

No caso que vamos estudar, taI como se pode observar pelo modelo do capitulo 2, a nossa 

referencia para o vefculo vai ser a posi~iio, orienta~iio e as velocidades angular e linear, i.e. 
x(t),y(t),0(t), v(t) e ro(t). A velocidade angular e equivalente ao raio de curvatura instantaneo, pelo 

que se o planeador fomecer este, pode-se imediatamente calcular a primeira. Na pratica, vamos exigir 

que a orientacao seja em cada instante tangente a traject6ria ( condi~iio natural para que o robot possa 

percorrer o trajecto). 

Figura 4.2 - Planeamento, pilotagem e controlo. 

Planeador saida do planead<l( Pre-processamento referencia Sistema de 
' traject6ria .I da referencia ~ controlo 

Reeta( ... ) (piloto) x(t), y(t), v(t) , .. 

E mesmo a obten~iio das fun~0es x(s) e y(s) pode niio ser imediata, sendo necessario algum 

processamento, pois o planeador pode fomecer apenas pontos de referencia, 

A refersncia mais geral, ea de velocidade (conjuntamente com a posicao), Sendo esta a que, no 

caso de seguimento ideal, nos permite definir melhor qual e a traject6ria seguida. 

Eventualmente pode ser necessario tratar a informa~iio fomecida pelo planeador de traject6rias, 

por forma a obter uma referencia em velocidade para o sistema de controlo (isto se o planeamento niio 

fomecer uma referencia deste tipo ). De facto e necessario pelo menos a trensformacao para 

coordenadas locais. 
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Tai como ja foi dito, o controlo ideal seria indicar ao robot em cada instante, qua! deve ser a sua 

velocidade, ou seja, poder dizer qua! deve ser a velocidade instantanea em cada ponto da traject6ria, e 

desta forma definir as aceleracoes. Uma forma conveniente de definir a traject6ria do vefculo e indicar 

qual a sua velocidade linear em cada instante de tempo v(t), e a sua velocidade angular e. 
Embora seja mais intuitivo para o operador humano usar o raio de curvatura em vez da 

velocidade angular, esta alternativa tern o inconveniente de este ser infinito nas rectas (a curvatura nao 

possui este problema mas nao e tao intuitiva). 

E necessario tambem indicar os valores para a posi~ao e para a orienta~ao ( x(t), y(t), 0(t}), estes 

sao obtidos a partir da velocidade por integra~ao e pelas relacoes cinematicas. A necessidade de 

estarem inclufdos na referencia do controlador prende-se a que, se s6 fosse fornecida a velocidade, uma 

vez ocorrido um erro de posi~ao poder-se-ia posteriormente corrigir o erro em velocidade para zero, 

0 problema de controlo vai ser formulado para a situa~ao de nao existir escorregamento, pois e 
normalmente nesta situa~ao que se pretende operar o robot. Note-se que a caracterizacao do atrito e 
bastante diffcil e que a determinacao experimental dos pararnetros dos modelos nas seccoes 2.5 e 2.7 

nao e muitas vezes viavel. 

4.4 Formulacao do problema de controlo 

Outra questao importante e garantir que alem de compativeis as velocidades com as posicoes, a 

traject6ria (no sentido de velocidades mais posicoes) seja admissfvel para o robot em questao, Isto e, a 

referencia fornecida ao sistema, deve ser possfvel de ser seguida por este. Esta garantia de ser feita no 

sistema de planeamento de traject6ria, que, para um dado modelo do robot, tern de garantir que esse 

robot consegue cumprir a traject6ria. Na maior parte dos casos, e efectuado um estudo cinematico e as 

traject6rias geradas apenas cumprem as restricoes cinematicas estudadas no capftulo 2. Se quisermos 

entrar em conta com o modelo diniimico, este tern de ser usado no planeador aquando da gera~ao da 

traject6ria (podemos ter uma traject6ria cinematicamente admissfvel, mas que viole restricoes 

dinamicas [Krogh89]). 

Uma boa solu~ao, e saber previamente que tipos de traject6ria (rectas, curvas a velocidade 

constante, clotoides, etc) e que o robot consegue seguir, e constituir a traject6ria por segmentos 

admissfveis. Uma vez determinados trocos admissfveis para um dado robot e sabendo como e que eles 

podem ser ligados (pode-se observar um exemplo em [Fleury92]), cabe ao planeador de traject6ria 

construir a traject6ria com base nesses trocos admissfveis e cumprir as regras de liga~ao. 

(4.3) 
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Podemos observar em (4.6) que f(.) e niio linear, o que nos vai trazer alguns problemas no que 

diz respeito ao controlo do sistema. 

De uma forma geral, nao temos acesso imediato As variaveis de estado. E necessario recorrer a 

um estimador para obter uma estimativa do estado a partir da informacao disponfvel. 

No caso simples de s6 possuirmos hodometria como meio de localizacao, e o pr6prio processo 

de hodometria que calcula a localizacao do veiculo a partir dos valores medidos de incrementos 

angulares em cada uma das rodas. Mas, os calculos da hodometria s6 sio vat.idos na condii;io de 

inexistencia de escorregamento. Se esta situai;iio ocorrer, e impossfvel a hodometria estimar a 

localizacao do vefculo (e claro o seu estado, existindo pois uma situai;iio de nio observabilidade). 

Embora se admita que niio existe escorregamento, a hodometria apresenta a dificuldade acumulai;io de 

(4.6) vcos(0) 
vsin(0) 

(I) 

a11v+a21oo+b11u1 +b12u2 

021v+022oo+h21"1 +b22"2 

A priori nada e dito quanto As condicoes a que u(.) deve obedecer. Oaf termos incluido o tempo 

no domfnio de u(.), o que permite que u(.) seja variante no tempo. 

No caso que estamos interessados em estudar, f(.) e dado pelo modelo sintetizado no capftulo 2: 

(4.5) u:9ts -4 9t2 

(x,y,e, v,0,t) ~ (u1 ·"2) 

Pretende-se pois gerar uma lei de controlo u(.): 

(4.4) 

embora se mantivesse um "offset" devido ao erro de posii;ao ocorrido anteriormente. Ao fornecermos 

tambem a posii;io, o controlador pode tambem reduzir o seu erro alem do erro em velocidade. 

Temos pois que a traject6ria de referencia e dada por [x(t) y(t) 0(t) v(t) oo(t) ]T· 

O problema de controlo e tipicamente um problema de "tracking", ou seja, dada uma referencia 
ao sistema pretende-se que este siga a refereneia com o menor erro possfvel. 

Os controlos gerados pelo controlador sao as referencias para cada um dos motores (valores de 

tensao), u(t). 

Para um sistema dado por: 
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Uma vez que se pretende que o robot siga uma dada traject6ria com um born nfvel de 

performance. lnteressa pois definir o que se entende por um born nfvel de desempenho. 

Primeiro, estamos interessados em que o robot percorra um dado caminho no espaco, o mais 

fielmente possfvel, isto e com o menor desvio possfvel, Pode-se pois especificar um erro maximo 

edMAX, que sera a maxima distancia admitida entre a posi~ao do robot e 0 ponto do percurso mais perto. 

Este erro define um corredor no qua! o vefculo tera de se manter sempre (ver Figura 4.3). 

4.5 Objectivos - Desempenho 

erro pelo facto de ser o integral das ro~Cies executadas. Alem disso, uma vari~io ligeira no ponto de 

rolamento ideal (distancia entre o ponto de contacto considerado nas rodas e o ponto 0), provoca erros 

nos calculos de posi~io (nomeadamente na orientacao). 

Uma situa~ao frequente e admitir a existencia de outras formas adicionais de localizacao. 

Podemos ter por exemplo, sonar ou "laser range finders". Neste caso, e usual existir alguma forma de 

integracao sensorial, nomeadamente filtros de Kalman. Estes estimadores fomecem a partir da 

informa~ao dispon{vel uma estimacao para a localizacao. Nestes casos pode ser possfvel admitir que 

temos um estimador de estado. 

E esta ultima situa~io que vamos considerar, isto e, vamos admitir a existencia de um estimador 

de estado que nos fomece uma estimativa para todas as variaveis de estado. Isto e, admite-se que existe 

ja um estimador que fomece i ' com x = [ x y 9 v er como vector de estado. 0 problema da estima~ao 

e da fusio sensorial nao e tratado aqui podendo-se consultar [Leonard92], [Curran92], [Ramos95], 

[Silva95] como referencias sobre este assunto. 

Outro problema que se coloca, e o facto de o controlo ser em tempo discreto, isto e, o nosso 

controlador apenas pode variar o controlo em certos instantes de tempo, dependentes do sistema 

operativo em tempo real instalado, e o "hardware" disponfvel, Vamos considerar uma frequencia de 

amostragem suficientemente alta para que se possa aproximar o controlo discreto por controlo contfnuo 

(quer o modelo do sistema, quer o controlador sao considerados contfnuos), Em [Astrom90] estao 

expostas varias tecnicas, quer de discretizacao de controladores contfnuos quer de sfntese de 

controladores digitais. 
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No entanto, o vefculo pode estar num dado instante dentro dos limites especificados na 

velocidade, mas estar fora do limite espacial admissfvel. Por exemplo, ao percorrer uma recta, o vefculo 

pode ter a sua velocidade linear v, quase exacta e ter durante algum tempo uma pequena velocidade 

angular ro considerada admissfvel, mesmo que esta se anule, o vefculo vai alterar a sua orientacao e 

eventualmente saira do "corredor" permitido em tomo da recta. 

Interessa pois que ambos os criterios sejam satisfeitos, no caso citado anteriormente isto 

significaria que uma vez ocorrido um erro em co(t) este teria de ser compensado para que os limites no 

especo nao fossem transgredidos. 

Figura 4.4 - Erros mdximos em velocidade. 

t t 

e 
vMAX 

e 
CilMAX 

·~ . - ', ... _ 

-----------I 

co v 

Estamos tambem interessados em especificar a velocidade do robot em cada instante de tempo, 

ou seja indicar para cada ponto do percurso a que velocidade o vefculo o deve percorrer. Supoe-se que 

as questoes de compatibilidade na referencia discutidas anteriormente est!() resolvidas. Ficamos pois, 

com o problema de especificar restri~oos temporais para o robot. Da mesma forma podemos tambem 

indicar um "corredor admissfvel" definido por dois erros maximos evMAX e eOJMAX para as velocidades 

v(t) e co(t) (ver Figura 4.4). 

Figura 4.3 - Erro maxima de posifao em relafiio a traject6ria. 

percurso 

---- - J "corredor" admissfvel 

edMAX, , , 
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Para facilitar o nosso estudo vamos particularizar o tipo de traject6rias geradas pelo planeador. 

Esta simplific31riio niio introduz perda de generalidade, apenas nos permite saber especificamente que 

tipo de traject6rias que o planeador gera, e a limita1riio destas a alguns tipos basicos pode ser facilmente 

estendida para outros tipos sem que o esquema de controlo proposto sofra grandes altera1r0es (podendo 
ate ser usado para o caso generico de uma traject6ria constitufda por [x(t) y(t) 9(t) v(t) co(t)]T, em 

que as fuD1rOes do tempo sio quaisquer, desde que satisfaeam as quest0es de compatibilidade discutidas 

anterionnente ). 

Tai como foi referido na sec1rao 4.3.3, o planeador de traject6rias pode garantir algumas 

quest0es de admissibilidade para a refersncia, construindo-a por concatenaeao de varies tipos de 

modalidades. Vamos aqui definir que tipo de segmentos siio gerados e como podem ser interligados. 

Com a subdivisiio da traject6ria em trocos basicos, e possivel defini-la a alto nivel pela concatenacao de 

algumas primitivas (que nos fomecem a informacao sabre cada troco) ou em baixo nfvel pelos valores 

do estado para cada instante de tempo. A inclusiio do instante inicial na primitiva apenas existe para 

efeitos de controlo da missao, correspondendo apenas a um "offset" no tempo. Nos casos estudados em 

seguida (e nos pr6ximos capitulos) vamos considerar que o troco respectivo vai comecar no instante 

zero, i. e. sera sempre admitido que 0 instante inicial e nulo. 

Com esta defini1riio das varias modalidades de movimento, o nosso sistema de controlo recebe 

niio s6 a referencia no tempo (valores da posicao, orienta~iio e velocidades em cada instante) mas 

tambem alguma informa1rao adicional como por exemplo raios e centros de curvatura (informacao 

existente nas primitivas de alto navel). 

Considera-se que o planeador gera os seguintes tipos de trocos: 

4.6 Tipo de segmentos de traject6ria gerados pelo 
planeador 

Os limites referidos, apenas garantem que a traject6ria seguida pelo robot niio se afasta muito da 

referencia, No entanto estamos tambCm interessados em garantir alguns aspectos qualitativos do 

comportamento do robot. 

Uma caracterfstica importante de "born comportamento" e garantir que a traject6ria e seguida 

sem grandes solavancos. Isto pode caracterizar-se pela imposi1riio de limites para a aceleracao do 

vefculo (linear e angular, avMAX e acoMAX)• desta forma limita-se a taxa de variacao de velocidade. 

Poder-se-ia ainda especificar derivadas de ordem mais elevada da velocidade, tal como a derivada da 

aceleraeao (usualmente designada por "jerk"), embora de uma forma geral isso niio seja relevante para a 

prest31riio do vefculo. 
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Neste caso a primitiva de alto nf'vel difere da anterior apenas no pari.metro aceleraeao, sera 

denominada: Racel (ti, x1, y1, ~ y2, a). 

y 
9 = 

x (4.8) x0 + v0 cos(00)·t +O.S·a cos(90)·t2 

Yo +v0 sin(90) ·t +0.5·asin(90) · t2 

9o 
v0+at 

0 
v 

Pelo que a referencia sera dada por: 

a constante. 

CJ)= 0. 

0 constante ( 00 ). 

Neste caso temos: 

4.6.2 Reeta percorrida com aceleracao constante 

A primitiva de alto nfvel contera a informacao necessaria para definir a recta, i.e. dois pontos 

(x1, y1) e (Jti, y2), o instante de tempo para o infcio do troco t; (calculado pelo planeador em fun~ao da 

traject6ria anterior e podendo ser usado para facilitar a concatenacao e o controlo global da traject6ria) 

ea velocidade v (tal como o usado no robot Po-Robot [Po-Robot94]). Vamos designar por: Rvel (ti, x1, 

Yt' ~' Y2, v). 

(4.7) x x0 +v0cos(90)·t 

y Yo +v0 sin(90)·t 
9 = 9o 
v Vo 
CJ) 0 

Para uma recta percorrida a velocidade constante temos: 

CJ)= 0. 

9 constante ( 90 ). 

v constante ( v0 ). 

Pelo que a referencia sera dada por: 

4.6.1 Reeta percorrida a velocidade constante 
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(4.14) y(t) = J vcos(9)dt 

(4.13) 

como s = vt e logo ds = vdt , integrando em relai;io ao tempo temos que: 

x(t) = J vcos(9)dt 

(4.12) y = J sin(O)ds 

( 4.11) x = J cos(O)ds 

a posii;lio e dada por: 

(4.10) 
. ,2 

9(t) = 00 +00t +a- 
2 

Uma vez que a velocidade linear e Constante, a integrai;lio em ordem ao espaco e equivalente a 

integrarmos em ordem ao tempo. Uma vez que 0 e constante, o Angulo 9 pode ser dado por dupla 

integracao. Designado por a a aceleracao angular (0) do vefculo temos: 

(4.9) 9= J ~ds 

Numa clotoide o seu raio de curvatura e proporcional ao espaco percorrido, e o Wigulo tangente 

a curva e dado pelo integral [Miiller92]: 

vconstante 

0 Constante 

A necessidade de efectuar transii;ees suaves entre trocos de traject6ria com diferentes raios de 

curvatura origina a utilizai;iio de uma curva com raio de curvatura conttnuo. (em funi;io do espaco 

percorrido). E usual recorrer a vanos tipos de curvas, para este efeito em rob6tica m6vel [Fleury92], 

[Milller92]. Vamos usar para este efeito, clotoides. Este tipo de curvas e bastante usado para o desenho 

de vias de comunicai;iio e em rob6tica m6vel para se poder ligar rectas com diferentes orientacoes sem 

descontinuidades no raio de curvatura. 

Vamos introduzir uma restrii;io adicional a este troeo, consistindo em manter a velocidade linear 

do robot constante. Assim as clotoides serlio sempre efectuadas a velocidade constante e para que 

estejam ligadas a trocos com outras velocidades, temos que intercalar um troco que permita uma 

variai;io continua de velocidade. Temos: 

4.6.3 Clotoide a velocidade linear constante 
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(4.22) 

(4.21) 

Onde /1 eh siio obtidas pelos processos descritos atras, 

x /1(t) 
y f2(t) 
9 = 90 +ro0t+0.5·at2 

v v 
Cl) w0+at 

Escrevendo a referencia de forma matricial, teremos: 

O(t)=00+at 

Para o calculo de x e y, ter-se-a que recorrer ou a integracao numerica, ou a uma pesquisa 

(eventualmente com interpolacao) numa tabela construfda previamente, com a solu~ao do integral (J1 e 

Ji). Claro que esta tiltima solucao, tern como inconveniente o facto de, o espaco de mem6ria gasto ser 

proporcional a precisao desejada. 

Dado que a e constante, a velocidade angular e dada por: 

(4.20) 

(4.19) 

(4.18) 

(4.17) 

Onde /1 eh siio dados por: 

y(t) = /2(t) 

Estes integrais niio tem solu~iio analftica (uma vez que siio basicamente variantes do coseno e 

seno do quadrado ). 

A sua solu~iio pode ser obtida a partir de fun~ees de Fresnel (aproximacoes em serie) 
[Wolfram91]: 

(4.16) 

(4.15) 

substituindo (4.10) em (4.13) e (4.14), temos: 

x(t) = v J co{ 00 +a01+a ': r 
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(4.23) x = x0 + Rsin(O) 

Atendendo a figura anterior, e usando valores negativos para R no caso 2, a posi~ao do vef'culo e 
dadapor: 

Figura 4.5 - Convenfdo para o raio de curvatura. 

R<O 
Caso2 

0 

<, 
0 <, R <, 

<, 

R>O 
Caso 1 

v constante (vO). 
co constante ( co0 = v0 IR) 

Um dos tipos de traject6ria, mais comuns e o arco de circunferencia, De facto, muitos 

planeadores de traject6rias geram arcos de circunferencia para definir curvas. 

0 facto de sabermos que a traject6ria e um arco de circunf ersncia diz-nos que o raio de 

curvatura instantineo em cada ponto da traject6ria e constante. Pelo facto do raio ser constante, temos 

uma rel~ao fixa entre a velocidade linear e angular do vefculo, pelo quc estas deixam de ser 

independentes. Como a velocidade linear 6 constante, entao a velocidade angular tambCm o e. Pelo que: 

R constante 

4.6.4 Arco de circunferencia a velocidade linear constante 

Uma vez que a velocidade linear e a acele~ao angular sio constantcs, sabcndo-sc quc este 

troco de traject6ria e uma clotoide, esta e definida pelos parimetros: a e v; e pelas condi~Oes iniciais: 

x0,y0,90 e 00• Logo, a primitiva de alto nfvel podera ser dada por: Clot(t., x1, y1, Xit Y» a, v) onde os 

S primeiros parimetros designam os pontos inicial e final da clotoide e o instante inicial. 
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a constante (dada por: a/R). 

a constante. 

Esta modalidade e semelhante a anterior s6 que desta vez a velocidade nao e constante mas sim 

a aceleracao linear. lsto e, a curva e percorrida com aceleracao, dado o raio ser fixo entso tambem 

existe aceler~ao angular que e Constante. Teremos pois: 

R constante 

4.6.5 Arco de clrcunferencia com aceleraeao linear constante 

(4.30) 

(4.29) 

onde l e d sio dados por: 

(4.28) 

(4.27) 

Podemos observar da expressao anterior que este troco e definido pelo raio de curvatura R, pela 
velocidade linear v0 e pelas condi~0es iniciais: x0, y0 e 00. Como primitiva temos neste caso: Avel(ti, 

x1, y1, "2• y1, R, v) (usando igualmente os mesmos tipos de parametros no comando BC do Po-Robot 

[Po-Robot94]). Onde Re o valor do raio do arco. 0 centro da circunferencia a qual o arco pertence e 
dado por (segundo a conve~io da Figura 4.5): . 

(4.26) x x0+Rsin(9) 

y Yo+ R+ Rcos(0) 
Vo 

0 = 0o+- 
R 

v Vo 
Cl) Vo 

R 

Teremos pois em forma matricial: 

(4.25) Vo 9=90+-t 
R 

A orienta~io e dada por: 

(4.24) y = y0 + R+ Rcos(0) 
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(4.32) 

Vamos considerar que estas mudanca e constitufda por duas fases: primeiro uma aceleracao 

angular e depois uma desaceleracao ate atingir a orientacao final. Vai-se usar como parametros para 

esta rota~ao, o angulo rodado ' e o tempo gasto na rota~ao T. A partir destes parametros pode ser 

calculada a aceleracao angular nas duas fases da manobra (que sera de valor absoluto igual e positiva 

na primeira fase e negativa na segunda): 

y constante. 

v=O. 

Esta manobra s6 se toma necessaria se o espaeo disponfvel para fazer uma curva nao for 

suficiente para esta ser efectuada, tendo-se que recorrer a uma mudanca de orien~o com o robot 

parado. Note-se que esta modalidade s6 e valida dada a configura~ao deste tipo de robots (com 

d~ao diferencial) que permitem ro~0es sobre o seu pr6prio eixo. 

Neste caso o robot esta parado (i. e. possui velocidade linear nula) e apenas muda de 

orienta~ao. Temos: 

x constante. 

4.6.6 Rota~o sobre o proprio eixo do robot 

Este troco e definido pelo raio de curvatura R, pela acelera~ao linear a, e pelas condi~0es 

iniciais: x0, y0 ,80, v0 e <Ou· Pelo que neste caso, em alto Divel teremos a primitiva; Acel(ti, x1, y1, Xi' y2, 

R,a). 

(4.31) x x0+Rsin(8) 

y 
y0+Rcos(8) 

a 2 e = 00 +m0t+0.5·-t 
R 

v v0+at 
a 

Cl) (1)0 +0.5·-1 
R 

Pelo que a referencia sera dada por: 
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Neste caso teremos como parametros o angulo rodado ' e o tempo total da manobra T, e como 
condicoes iniciais: x0, y0 e 00• A primitiva sera entao: Rot(ti, +, T). 

Na tabela seguinte podemos observar um resumo dos varies trocos que podem constituir a 

traject6ria. 

(4.34) x Xo 

y Yo 2+ 2 
9 = 90-0.5·-2 t 

T 
v 0 2+ co -0.5·-2 t 

T 

Fasel/ (t0+T/2<tSt0+T): 

(4.33) x Xo 

y Yo 2+ 2 
9 = 90+0.5·-2 t 

T 
v 0 2+ (I) 0.5·-2 t . T 

Fasel (t0StSt0+T/2): 

Desta forma a referencia sera dada por: 
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Tabela 4.1 - Trocos constituintes da trajectoria. 

Yo 
y 2. 2 
0 = 0o ±0.5·-2 I 

T 
v 0 2. oo ±-0.5·Tf t 

x 

x0+Rsin(0) 
y0+Rcos(0) 

a 2 90 +ro0r+0.5·-t 
R 

Rot(+,T) Angulo de x0, Yo e 0o 

rotacao: • 
Tempo de 

manobra: T eixo 

pr6prio 

Rotafiio 

sob re o 

v0 +at 
a 

Wo +0.5·-t 
R 

x0 +Rsin(0) 
Yo+ R+ Rcos(0) 

Vo 00+-t 
R 

CJ) 

v 

y 
9 = 

x 

v 

y 
a = 

Raio: R 

Acelera~ao 

linear: a 

constante 

linear 

cl acel. 

Arco de Acel(x1,y1,x.,,y.,,R,a) 

circunfersn 

cia 

- x 

linear: v0 

constante 

linear 

cl vel. 

Raio: R 

Velocidade 

Arco de Anl(x1,y1,x.,,y.,,R,v) 

circunjeren 

cia 

v 
(I) 

v 

x f1(t) 
y f2(t) 
0 = 0o+W0t+0.5·at2 

constante 

linear 

Velocidade Xo, Yo .e, e filo 
linear: v0 

Clotoide cl Clot(x1,y1.xi,y1,a,v) 

vel. 

Acele~iio 

linear: a 

cl Racel(x1,y 1,x.,,y.,,a) 

linear: v0 

Velocidade 

zl -ro+v0cos(80)-t+0.S·acos(80)·t2 

ID

~" = Yo+v0sin(80)-t~O.S·asin(80)·t2 

v0+at 
0 

x0 + v0 cos(00) • t 

y0+v0sin(00)·t 

9o 

Referenda 

CJ) 

v 

y 
a = 

x 

Parimetros Cond. iniciais Primitiva alto 

Divel 

constante 

linear 

Reeta 

acel. 

constante 

Reeta cl vel 

linear 
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As modalidades aqui apresentadas pennitem fazer uma variedade de traject6rias que satisfaz 

mais do que os requisitos necessaries para uma missiio usual do robot. Note-se que se possui liberdade 

em termos de definiyiio de aceleracoes e que e inclusive admitida a rotayiio com o vefculo parado. De 

facto a inclusao da clotoide como um dos trocos possfveis permite nao s6 garantir a continuidade no 

raio de curvatura mas tambem a possibilidade de efectuar curvas em espiral. Apesar de nao incluirmos 

nestes segmentos outros tipos de curva mais elaborados, os indicados (arco de circunferencia e 

clotoide) permitem efectuar a maior parte das manobras a requerer ao vefculo. Note-se que a trajectoria 

pode incluir outro tipo de modalidades das quais as apresentadas siio so um exemplo de trocos 

possfveis. 

A nossa escolha teve por prop6sito tipificar manobras classicas e desta forma facilitar o 

controlo e analise de resultados (por reduyiio do namero de casos sem perda de generalidade). 

Figura 4.6 - Ligafoes possiveis entre diverso« ITOfOS. 

Jli foi referido que alguns destes trocos sio uteis para efectuar ligay6es com outros, e que t!m de 

se respeitar algumas regras no que diz respeito a construyao de trajectorias por interlig~o destes 

trocos elementares. Antes de um troco percorrido a velocidade constante e necessario um troco de 

acelerayiio/desacelefll?o ate essa velocidade (recta ou arco de circunferencia). Os arcos de 

cireunferencia s6 se podem ligar com rectas atraves de clotoides para garantir continuidade de 

curvatura e as rotay0es sobre o proprio eixo s6 se podem efectuar com o robot parado. Podemos 

observar na figura seguinte um diagrama exemplificando as interlig~0es possfveis de modo a manter 

continuidade no raio de curvatura para a trajectoria, 
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A actividade de controlo do vefculo, consiste aqui na tarefa de seguir adequadamente uma 

trajctoria, tal como foi definida no capitulo anterior. 

Nos capftulos 2 e 3 obtiveram-se modelos para o vefculo, estes modelos servem por um lado, 

para a simula~lio de diferentes estrategias de controlo e por outro, como suporte para estas mesmas 

estrategias. Alem disso, os modelos para o vefculo pennitem obter uma estimativa para os diversos 

limites do seu desempenho e logo dlio-nos o conhecimento as limita~0es a impor impostas no controlo. 

No capftulo anterior foi enquadrou o problema de controlo do vefculo apresentando-se uma 

arquitectura de controlo. Neste capftulo, vamos estudar parte do nfvel inferior da arquitectura de 

controlo, que assegura algumas modalidades de locomocao do nfvel funcional. 

Inicialmente, iremos apresentar uma panoramica das diversas estrategias e metodos disponfveis 

para o controlo deste tipo de sistemas, incluindo algumas das solu~0es adoptadas por diversas equipas 

de investiga~lio. Posteriormente serlio propostos alguns esquemas de controlo cujo desempenho sera 

analisado e sendo efectuado a sua comparacso com alguns dos esquemas actualmente existeates. 

5.1 Introducao 

CONTROLO DO VEICULO 

CAPITUL05 



114 

0 controlo de vefculos nio-holon6micos e um tema bastante estudado em rob6tica m6vel. 

Existem basicamente dois tipos de modelos usados no controlo dos veiculos aut6nomos 

terrestres: os puramente cinematicos e os que incluem dinamica, 

A maior parte dos modelos usados em controlo de vefculos sao cinematicos [Samson} 

[Samson93}, [Sordalen92}, [Sordalen93}, [Laumond93), [Laumond92), [Murray92], [Murray94), 

[Borenstein93}, [Cox88), [Cox91), [Zhu94). Sendo as variaveis de controlo velocidades. Dependendo 

da configuracao do vefculo, estas podem ser das rodas motrizes ( como o nosso caso) ou angulares de 

rodas direccionaveis, Pode tambem ser usado alternativamente o Angulo de da roda direccionavel 

("steering angle") como variavel de controlo. A conside~io de um modelo estritamente cinematico 

para o vefculo implica que, as velocidades de controlo podem ser atingidas instant!nemamente, ou scja, 

despreza-se a inercia do vefculo. Alem disso, ignora-se l priori a possibilildade de escorregamento, ji 

5.3.1 Intredueao 

5.3 Algumas das abordagens mais comuns 

O objectivo ideal do controlo e fazer o "tracking" assimpt6tico da traject6ria (em que esta e 
composta pelas modalidades enunciadas no capftulo anterior). 

No entanto jsto pode nio ser totalmente necessario, A configura~io do vefculo com apenas 2 

controlos e com S variaveis de estado (que, no nosso caso, tambem sao saidas), determina a 

impossibilidade de estabil~io de mais de duas das .safdas com leis de realimenta?o "suaves" (dadas 

por fun~aes diferenciaveis em todos os pontos). Torna-se pois impossfvel com uma lei de realimenta?o 

suave fazer o "tracking" assimpt6tico de qualquer referencia (posi~ao, orientacao e velocidade) 

[Brockett83] [Samson93]. 

Restam entio duas alternativas, ou se faz apenas o seguimento em posi~ao, garantindo apenas 

que em regime nominal o trajecto e percorrido com uma dada velocidade ( o que pode ser razoave! em 

muitas situacoes) ou, se utilizam leis de realimentacao nao-diferenciiveis para efectuar o seguimento 

completo da traject6ria. 

Em ambos os casos, pretende-se a estabilidade e a convergencia para a traject6ria ou o percurso. 

Ao considerar-se diferentes abordagens para os dois problema (seguimento integral da traject6ria ou s6 

do percurso), teremos que pesar quest0es como a rapidez de convergencia, erros maximos de 

seguimento, suavidade no comportamento do vefculo e esforco de controlo. 

S.2 Objectivos do controlo 
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1 Em regra gaal cste problema ~ menos ficqucnll: do quc o seguimento de uma ttajcct6ria. Surge principalmentc em 

tarefas de acoslagem e manobras. 

Um metodo semelhante e usado no vefculo Blanche [Cox88], [Cox91] onde sio usados 

controladores proporcionais nlio s6 ao erro entre o vefculo e a traject6ria ( erro normal) mas tarnbCm ao 

erro entre o ponto do percurso mais pr6ximo e a referencia (erro tangencial), para se corrigir a 

velocidade linear. 

Para melhorar a coordenacao entre as duas rodas tractores de um robot de direcylio diferencial, 

Borenstein [Borenstein87], [Borenstein93] propoe um controlo em que informacao de realimentacao de 

uma das rodas e inttoduzida no ciclo de realimentacao da outra. 0 objectivo e, que para se corrigir um 

erro de binario ocorrido numa dada roda, a outra contribua para que no seu conjunto o vefculo nlio se 

desvie da traject6ria preteodida. Isto e, que os erros num dos ciclos de realimentaejo possam ser 

tarnbCm compensados pelo outro. 

Uma das limi~aes dos vefculos nlio-holon6micos advem da impossibilidade de se garantir 

convergencia assimpt6tica para uma dada configuracao! usando apenas uma realimentacao continua e 

diferenciavel [Brockctt83), [Samson~-~~). No intuito de obter controlos estabilizantes, utilizaram-se 

controlos descontfnuos ou entio variantes no tempo. 

Samson [Samson92), [Samson93} sugere para o problema de seguimento de caminhos (para um 

vefculo tipo triciclo), um controlo para a velocidade angular assumindo uma velocidade linear dada a 
priori. A velocidade angular sera entio dada por uma fu~lio da curvatura instantsnea do percurso, no 

seu ponto mais pr6ximo do vefculo e pelo erro de orientaylio entre o vefculo e a tangente ao caminho 

nesse ponto. A convergencia do controlo e demonstrada atraves do metodo directo de Lyapunov 

[Lyapunovl892}, [Slotine91]. Para estabilizar o vefculo numa dada configuracao num ponto do 

percurso, e, alem do controlo da velocidade angular agora necessario efectuar o controlo da velocidade 

linear. Como o controlo nlio pode ser continuo e "suave", e definido um controlo variante no tempo 

para reduzir estabilizar o robot no ponto desejado, e sendo a orientaylio garantida pelo controlo da 

velocidade angular. 

A utilizacao de uma lei variante no tempo e tambem sugerida por Murray e Sastry [Murray92], 

[Murray94], [Laumond92], onde, recorrendo a conceitos de geometria diferencial, se propoe controlos 

compostos por sinusoides. 

Para estabilizar o vefculo numa dada configuracao, Utkin [Utkin94) propoe um controlo de 

estrutura variante ("sliding mode"), onde e calculada uma fun~ao de Lyapunov de fonna a que o seu 

gradiente possua as propriedades necessaries para a navegacao do robot. 

Tendo em vista unificar o problema de seguir carninhos com o de estabilizar o vefculo numa 

dada configuracao, Sordalen [Sordalen91}, [Sordalen92] propoe uma lei de realimentacao invariante no 

tempo mas continua por bocados. Para tal, considera em vez do erro de seguimento, um novo erro 

obtido a partir do anterior atraves de uma transformacao nao-linear e dependente do estado. Esta 
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A utiliza~io de modelos da dinamica, na stntese de controladores para este tipo de vefculos niio 

e muito frequente. Isto deve-se, por um lado, ao desempenho satisfat6rio proporcionado por esquemas 

de controlo mais simples e, por outro, A dificuldade em modelizar/controlar alguns dos aspectos do 

comportamento do vefculo (como por exemplo o atrito). 

Usualmente, recorrem-se a modelos cinematicos para a concepcao dos controladores e garante- 

se previamente que certas limi~Oes dinamicas estao satisfeitas (como limites de escorregamento e 

rampas de aceleracao). Esta e abordagem seguida por Krogh [Krogh89], [Krogh91] ao considerar 

previamente A tarefa de controlo pr6priamente dita as limita~Oes de ordem dinamica impostas pelo 

vefculo e pelos limites das variaveis de controlo. 

Ghosal [Gosal95] estuda o problema do escorregamento nas rodas tractoras do robot e a sua 

influencia no comportamento deste. Deste estudo, siio tiradas conclusoes quanto aos limites de 

escorregamento e quanto A influencia da considera~iio de diferentes coeficientes de escorregamento 

dinamico na sintese de controladores. Tambem Ono [Ono94] faz um estudo semelhante para o 

escorregamento, dai derivando um modelo para o comportamento lateral do vefculo ("yaw"). Este 

modelo e linearizado e para o controlo do modelo linear e utilizada uma estrategia de sfntese µ (valor 

singular estruturado). 

Em [Costa95] e apresentado um esquema de controlo, que recorre a uma linearizaeao do modelo 

do vefculo (modelo este que incorpora a dinamica de velocidade). 0 modelo lienarizado e controlado 

recorrendo a um regulador linear quadratico. 

Kyriakopulos [Kyriak91] desenvolve um modelo dinamico que e posteriormente utilizado no 

controlo para o desvio de obstaculos. Esta tarefa de modelizacao e extendida por Pappas [Pappas92J 

onde se apresenta uma estrategia de controlo baseada em duas malhas de realimentacao, Uma interior, 

implementada com uma frequencia de amostragem mais elevada, que e responsavel pelo controlo 

dinamico (forcas e momentos) do vefculo. E, uma exterior mais lenta que efectua o controlo 

cinematico. 

5.3.1.2 Controladores incluindo considera~0es dinimicas 

transfo~io de coordenadas introduz as descontinuidades temporais e e dependente do estado do 

vefculo. 
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A lei de controlo obtida e nio-linear j' que possuf descontinuidades (nas transicoes entre pontos 

de funcionamento correspondentes a diferentes linearizai;0es). Uma das dificuldades encontradas neste 

metodo, reside na escolha dos pontos de lineari~i.o e respectivos limites dentro dos quais o sistema e 

para diferentes pontos de funcionamento (Xo , uo). 

Assim, o esquema de controlo consiste num escalonador de ganho que, conforme o sistema se 

encontre numa vizinhanca de um ponto de funcionamento, acciona um controlador linear para esse 

ponto. Teremos entao um conjunto de controladores que sao seleccionados conforme o estado e o 

controlo do sistema. 

(5.6) y = C(x0 ,u0) ·x+D(x0,u0)·u 

(5.5) 

obtem-se o sistema linearizado: 

(5.4) y = ab(x)I ·x+ ab(u)I ·U ax au x=x1 u=u1 

(5.3) 

Efectuando a lineari~io 

(5.2) y=h(y,u). 

(5.1) i=f(x,u) 

A maior parte das tecnicas de controlo existentes aplicam-se a sistemas lineares. No entanto 

grande parte dos sistemas que se pretende controlar sao nio-lineares. Todavia, podemos sempre 

linearizar o sistema para pontos de funcionamento nominais. Para uma gama de valores em tomo desses 

pontos, podemos considerar o sistema como sendo linear e aplicar rnetodos de controlo lineares. 

Um sistema nio linear (aqui supondo-se invariante no tempo), pode ser descrito por 

5.3.2 Lineariza~io e escalonamento de ganho 
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Figura 5. 1 - Seguimento de caminho 

A estrategia de controlo aqui apresentada apenas permite que o vefculo percorra um dado 

caminho no espaco a uma velocidade nominal (eventualmente com rampas de aceleracao definidas). 

Desta forma, niio e efectuado o seguimento de toda a traject6ria mas apenas do percurso. Considere-se 

a figura seguinte. 

5.4.1.1 Caso geral 

S.4.1 Seguimento de caminho 

Os esquemas de controlo propostos para o vefculo vio ser de dois tipos: um que apenas efectua 

o seguimento do percurso (e nio de toda a traject6ria) e outro que pretende seguir a traject6ria 

comp I eta. 

No primeiro tipo teremos esquemas de seguimento de percurso semelhantes aos usados no 

projecto Po-Robot [Po-Robot94] onde se minimiza a dist!ncia A traject6ria e o erro de orientaejo, 

No segundo tipo,. teremos o seguimento de alvo de referencia e a lineari~iio do erro de 

traject6ria com a aplica~iio de escalonamento de ganho e reguladores lineares quadraticos, 

5.4 Sintese de controladores 

considerado linear. Alem disso, nio existe nenhuma garantia quanto ao comportamento global do 

sistema em malha fechada (nomeadamente em termos de estabilidade, controlabilidade e desempenho). 
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A referencia para o caso de serem segmentos de recta (casos Rvel e Racel referidos no capftulo 

anterior), e dada atraves dos pontos extremos e de uma velocidade nominal ou aceleracao nominal. 

Os erros e, e ea podem ser obtidos a partir da posicao actual do vefculo e dos pontos extremos 

do segmento. Atente-se a figura seguinte: 

5.4.1.2 Ref erencla: Rectas 

(5.10) 

(5.9) 

Temos entio o controlo dado por: 

(5.8) 

A velocidade angular sera dada por um valor nominal dependendo da velocidade angular 

nominal, e por uma componente que incorpora os dois erros arras mencionados. 

(5.7) 

por: 

Define-se no percurso em cada instante um ponto (x,, y,) que consiste no ponto mais pr6ximo 

do caminho ao vefculo. Considera-se como erro de orientayio e9 a dif erenca entre a tangente a 
traject6ria nesse ponto e a orienta~o do vefculo, Considera-se tambem o erro dado pela distincia do 

vefculo a traject6ria e,. 
Estes dois erros vio influenciar a orientayio do vefculo (mais propriamente a sua velocidade 

angular). A velocidade linear nominal e obtida em malha aberta, sendo dada pelo modo comum dos 

controlos em regime permanente. Ignora-se aqui os transit6rios na velocidade linear, durante os quais se 

assume a existencia de uma limitayio decrescente para os controlos, de forma a proporcionar rampas de 

aceleracao admissfveis para o robot, 

Em regime permanente, para uma velocidade nominal constante v0, o modo comum sera dado 



121 

(5.16) 

Os controlos seri.o dados de acordo com (5.9) e (5.10), se a referencia for um segrnento 

uniformemente acelerado (com aceleracao nominal a0 e velocidade inicial nula), o modo comum do 

controlo dependera do tempo sendo dado em vez de (5.7) por: 

(5.15) 

0 erro em orientacao e neste caso: 

(5.14) e, = p·r = -sin(0,ef )·(x-x1 )+cos(0u/ )·(y-y1) 

o erro e, sera entao dado pela projec~iio de r na direccao de p. 

(5.13) 

0 versor perpendicular a ii , p e dado por: 

(5.12) 

e o versor unitario ii : 

(5.11) 

A orientacao da recta e dada por: 

0 ref = arctan(y2 - y1, x2 - x1) 

Figura 5.2 - Erros de distancia e orientafiio em seguimento de rectas. 

.... 
r x l' y 1 

y 

x 2' y 2 
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(5.20) a22 a 
ud =- ·-t+PID ·e8+PID -e 

2(b21 -bn) R ite it, P 

0 modo diferencial do controlo tera tambem uma componente nominal que, para o caso de 

acelc~iio angular constante (assumindo neste caso sem perda de generalidade, velocidade angular 

inicial nula), sera dado cm vez de (5.8) por: 

(5.19) 

(5.18) 

Os erros serao entao dados por: 

ep =d-( ~(x-xc)2+(y-yc)2 -R) 

d = -1: sentido retr6grado ( v e ro de sinal diferente) 

(5.17) d = I : sentido directo (v>O e ro>O ou V<O e 0><0) 

Os erros eP e ea teram um sinal dependente do sentido de rota~iio, assim define-se: 

Figura 5.3 - Erros de seguimento de caminho para arcos de circunfersncia. 

referencia 

Com a referencia dada por arcos de circunferencia (casos Avel e Acel no capftulo anterior), 

atente-se A figura seguinte. 

S.4.1.3 Referencia: Arcos de circunferencia 
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Na figura anterior, podemos observar que se podem utilizar dois erros para controlar o veiculo, 

por forma a este atingir o alvo. Estes erros sao a distancia entre o vefculo e o alvo ed e o erro de 

orienta~ao entre a orienta~ao do vefculo e a direccao do alvo e41. Sao usualmente estes erros que se 

pretendem minimizar no controlo de mfsseis. 

Para minimizar estes erros vamos propor dois controladores PIO, um para cada erro. 0 

controlador de e d vai afectar o modo comum do controlo, ou seja, a velocidade linear do vefculo. Este 

corresponde a n~iio intuitiva de ser necessario aumentar a velocidade do vefculo se este estiver muito 

distante do alvo. 0 controlador de e+ vai afectar o modo diferencial do controlo, i.e. a velocidade 

angular. Este, corrige a orientacao do robot por forma a alinha-lo com a direc~ao do alvo. 

Com o modo comum do controlo e dado pela soma de dois termos: um nominal que leva a que o 

robot percorra a traject6ria com a velocidade indicada pela referencia e um devido ao erro de distancia. 

Figura 5.4 - Controlo tipo "line-of-sight" 

O esquema de controlo proposto nesta sec~ao, pretende aplicar para o controlo do veiculo 

terrestre, uma tecnica semelhante a utilizada para o seguimento de alvos em mfsseis ( "line of sight 

control"). 

Uma vez que, a traject6ria de referencia e constitufda pela posi~ao e pela velocidade, 

consideramos a existencia de um alvo, que e a posi~ao onde o robot deveria estar num dado instante do 

tempo. Este alvo de referencia, percorre o caminho definido pela traject6ria com a velocidade de 

referencia. Assim, para se efectuar o seguimento perfeito da referencia, a posi~ao do vefculo deve 

coincidir em todos os instantes com a posi~ao do alvo. 

S.4.2.1 Caso geral 

5.4.2 Alvo de ref erencia 
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No controlador implementado, em vez de utilizar para ed a distancia entre o robot e o alvo, 

vamos utilizar a sua projec~ao na traject6ria. 

5.4.2.2 Referenda: Rectas 

Figura 5.5 - Controlo com alvo virtual adiantado. 

Este esquema, contrariamente ao da sec~ao 5.4.1 afecta tambem a velocidade linear na 

realimen~ao. 

Se for conhecida a traject6ria a priori (o que acontece na nossa arquitectura de controlo), 

podemos em vez de seguir um alvo que e dado pela referencia num dado instante, seguir um ponto mais 

a frente. Podemos na figura seguinte, observar esta situ~ao onde se assume um adinato temporal de h. 

(5.22) 

0 modo diferencial e dado igualmente por um termo de erro e um nominal. 

(5.21) 
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(5.26) 

(5.25) 

Com a referencia dada por arcos de circunferencia, utilizam-se as expressoes gerais para o 

calculo dos erros ed e eq,. Temos apenas que escolher o sinal para ed conforme a posi~ao do vefculo. 

Teremos entao neste caso: 

5.4.2.3 Referenda: Arcos de clrcunferencia 

(5.24) e• = arctan(ya1vo-Y•Xa1v0 -x)-0 

e o erro de ingulo e+ , e dado pela dif erenca entre o ingulo de J e a orientacao do vefculo, ou seja: 

(5.23) 

0 versor ii e dado na mesma por (5.12) e temos que o erro de distincia sera dado por: 

ed =ii ·d = cos(0,ef) · (x01vo -x) +sin(Oref) ·(Yaiva - y) 

Figura 5.6 - Erro de distancia em seguimento de alvo com rectas. 

... 
r x l' y l 

x, y -+ 
u 

xalvo .v alvo 

x 2' y 2 
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Teremos assim varies sistemas que corresponderao a diferentes particoes do erro. Isto e, 

conforme o erro existente, sera seleccionado um erro nominal em torno do qua) o sistema anterior e 
linearizado e logo, para este sistema linearizado, obtem-se uma solu~ao do problema linear quadratico, 

0 controlador consiste entao, num escalonador de ganho que selecciona quais os valores para a 

matriz de ganho Kc em fun~io do erro actual. 

(5.31) e = A(e0)·e+B(u0)·u 

0 sistema linearizado serif na forma: 

(5.30) ·U 

Uma vez que as fun~oos f(x) e g(x) sao nao lineares, torna-se necessario linearizar este sistema 

para varies pontos de funcionamento. 

. df(e)I of(u)I e= ·e+-- ae au 
e=e1 a=u1 

(5.29) e=f(e,u) 

Obtem-se um modelo para o erro na forma : 

(5.28) 

A partir deste sistema escrevemos a dinimica do erro, atendendo a que o erro e dado por: 

(5.27) i = a(x) + b(x)u 

Uma das vantagens do regulador linear quadratico e que fomece um controlador 6ptimo (no 

sentido de minimizar a fu~o custo previamente definida) para estabilizar um sistema em tomo do 

ponto zero. Nao se pretende estabilizar o sistema num dado estado, mas sim fazer seguimento de 

traject6rias, ou seja, o~ue se pretende e fazer convergir o erro para zero. 

No entanto, se considerarmos o erro como estado do sistema a estabilizar, verificamos que este 

sistema tambem e ftio..linear. Ora 0 regulador linear quadratico s6 e aplicavel para sistemas lineares. 

0 nosso sistema e dado por um modelo do tipo: 

S.4.3.1 Caso geral 

5.4.3 Escalonamento de ganho e regulador linear quadratico 
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Os diferentes valores usados para a diagonal de Q vio pesar a influencia dos erros de cada uma 

das variaveis de estado. 

0 controlo nominal existe para quc se possa seguir a traject6ria mesmo com crro nulo, ou seja, 

para que cxista controlo quando 0 erro e nulo. 

qll 0 0 0 0 (5.33) 
0 q22 0 0 0 

Q= 0 0 q33 0 0 
0 0 0 q44 0 
0 0 0 0 q55 

(5.32) R=[~ ~] 

Os diferentes valores para Ke sio calculados a priori por resolucao do problema linear 

quadnidico para os erros nominais considerados. 

As matri:zes de desempenho (Q e R , ver apendice B) tern no nosso caso uma estrurura diagonal. 

Re a identidade ja que podemos fazer uma normalizacao numa delas (alem de niio se querer priveligiar 

nenhum controlo em particular). Temos entio: 

Figura 5.x - Esquema ck controlo com escalonamento de ganho e reg. linear quadrdtico. 

Robot 
x uenv 

Controlo 1-----. 
Nominal 
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ez 0 0 (K1 - K,e,)sin(e8) +(K4i, - K2 )cos(e8) K3 cos(e8)+ K4 sin(i8) 

T 0 q:i e1 0 0 (K2 -K,i,)sin(t8)-(K,e, + K1)cos(e8) K4 cos(e8)-K3 sin(e8) 0 e1 0 (5.37) 
e, = 0 0 0 0 I e8 + 0 
e, 0 0 0 au a12 e, -bu -bu 
e. 0 0 0 a21 a22 e. -b:21 -bzi 

0 modelo linearizado do erro e obtido a partir de (5.35) em tomo de urn ponto de 

funcionamento nominal e. 

(5.36) K1 = v0 cos(80) 

K2 =v0sin(90) 

K3 =cos(90) 

K4 =sin(00) 

Ks =-a11Vo 
K6 =-a21Vo 

onde as constantes sio obtidas a partir dos padmetros da recta, inclina~iio e velocidade: 

e1 K2 -K2 cos(e8)-K1 sin(e8)+ s.« cos(e8)- K3ev sin(e8) 

e, = eltl 

ey Ks +alley +a12eco -b11U1 -b12"2 

el1) K6 +a21ev +a22e'° -b21"1 -/Jnu,_ 

(5.35) 

Calculando a derivada do erro, com a referencia dada a partir de (4.7) e substituindo a derivada 

do estado pelo modelo (2.128), obtemos o seguinte modelo para o erro: 

(5.34) 

Com a referencia dada por uma recta a velocidade constante, notando que o erro e dado por 

(5.28) a sua dinftmica sera entio: 

5.4.3.2 Referencia: Reeta a velocidade constante 
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Se dividirmos criteriosamente o caminho a percorrer por uma sequencia de rectas que viio sendo 

dadas ao vefculo como referencia, este ao tentar seguir as rectas vai efectuar uma traject6ria semelhante 

l pretendida originalmente (ver figura anterior). Esta estrategia corresponde a considerar a referencia 

como uma recta que e variante no tempo ( e no espaco ). Cada vez que a recta de referencia muda de 

posicso, isto e considerado como perturbacoes surgidas no erro de traject6ria do veiculo. Estas 

perturbacoes ao serem anuladas pelo sistema de controlo, viio dar origem a uma trajectoria que 

corresponde a original. 

A escolha das rectas de aproximacao esta por um lado Iigada ao percurso que pretendemos 

seguir e por outro as caracterfsticas do controlador do vefculo. A forma (percurso por ele seguido ao 

anular o erro de posicao) como o vefculo anula as perturbacoes, determiana como se pode aproximar a 

traject6ria pelas rectas . 

. Claro que com o aumento do numero de rectas aproximantes, a traject6ria e melhor descrita, no 

entanto a situa~iio niio se trata aqui de uma pura linearizecao da trajectoria, mas sim de uma vez 

sabendo o comportamento do robot ao seguir uma recta, aproveitar este conhecimento para a 

aproximacao. Alem disso, um elevado numero de rectas aproximantes significa, elevado ntimero de 

perturba~5es e descontinuidades no erro o que pode originar uma traject6ria pouco suave. Ha que 

encontrar um compromisso entre uma traject6ria suave descrita por poucas rectas e uma traject6ria 

precisa descrita por maior n6mero de rectas. 

Figura 5.7 - Referenda genirica. 

posi~iio inicial 

Os controladores sintetisados para o seguimento de rectas podem ser utilizados para o 

seguimento de uma traject6ria generics. 

5.4.4.1 Caso geral 

5.4.4 Seguimento de referencla variante no tempo 
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Alem do espacamento temos tambem a liberdade da escolha da orientacao das rectas. Para uma 

dada traject6ria, se os espaeamentos hr (que eventualmente poclem nao ser constantes) estiverem 

clefinidos entao temos a orient~ao clefinida. 

Os espacamentos podem ser definidos por fun~Cics genericas que dependem da curvatura da 

traject6ria (em pontos a considerar como por exemplo o ponto medic entre comu~6es), da velocidade, 

Figura 5.8 - Espacamento entre pontos de comutadio. 

hr 

traject6ria 

.J - - x - 

ponto de coDl.lta~ao 

\ 

Definimos o parimetro h que mede a "distincia" entre pontos de comu~io da referencia, i. e., 

entre pontos onde a recta de referecia muda de posi~iio. Este parimetro pode ser dado em coordenadas 

espaciais de uma forma generica e entao caracteriza o espaeo percorrido entre pontos, ou, para o caso 

de traject6rias a velocidade constante, pode ser dado como o intervalo de tempo entre comutacoes. 
Alem deste parimetro, temos tambem o espacamento entre as rectas aproximantes hr, o que esta 

directamente relacionado com o m1mero destas. 

(5.38) 

A depenclencia da aproximacao da traject6ria a seguir pode caracterizar-se por uma dependencia 

da curvatura instintanea do percurso e da velocidade linear a que leve deve ser percorrido. E intuitivo 

considerar (recorrendo a n~io de lineari~io de uma curva generia) que uma grande curvatura exige 

um maior m1mero de rectas aproximantes. Tambem uma maior velocidade, sugere um maior m1mero de 

perturb~6es no erro de seguimento ("tracking"), dado o vefculo a maior velocidade efectuar 

aproximacoes mais "alongadas" a recta de referencia, 
Vamos caracterizar a resposta do controlador de uma forma bastante simples, definindo um 

parametro para clescrever o percurso realizado pelo vefculo ao aproximar a recta de referencia, Assume- 

se que o veiculo aproxima a recta por uma curva exponencial, caracterizada pela sua constante ~· 

Considerando o vefculo, na posi~io inicial x = 0, y = 1; e o eixo dos xx' como recta de refersncia, a 

resposta do controlador assume-se dada por: 
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(5.43) h=K,» ·int(i) ra1a R 

Por outro lado, o mimero de rectas (o que corresponde ao espacamento h) depende da rela~ao 

entre o amortecimento da traject6ria e o raio da circunferencia, Para um dado raio, um amortecimento 

maior (maior curvatura na resposta do robot) implica uma necessidade de mais rectas. Teremos pois: 

(5.42) 

Considerando um limite maximo A0MAX para perturbacoes em orientacao, teremos para uma 

circunferencia, um limite mfnimo de n rectas dadas por: 

21t n=--- 
A0MAX 

Figura 5.9 - Perturbaciies na posiriio e orientaciio nos instantes de comutariio. 

x 

este espacamento vai depender do mimero de rectas aproximantes por circunferencia, e do raio desta. 

Temos que garantir limites para as perturbacees em posi~iio e em orientacao, introduzidas ao 

mudar a recta de refcrencia. 

(5.41) h=hr 

Nesta ~iio vamos particularizar as consideracoes anteriores, para traject6rias dadas por arcos 

de circunferencia percorridos a velocidade constante. 

Dadas as caracterfsticas de regularidade da traject6ria, vamos considerar o espacamento entre 

rectas e entre instantes de comuta~io igual e constante, ou seja: 

5.4.4.2 Particulariza~io para arcos de circunferencia 

(5.40) hr= f _apro-ti(k,v,t,s,~) 

(5.39) h = f _apro4 (k, v,t ,s,~) 

ou do tempo (no caso de a velocidade niio ser constante) , do espaco e da resposta do controlador do 

vefculo. 
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(5.45) 

{

r _total= R+ p 

r _total= R- p 

1. Definir 0r0 (podemos considerar por exemplo ~0-1t/2-valor A escolha). Calcular h 

atraves de (5.44) e r_total por: 

A orientacao das rectas de aproxim~o e a proximidadc A traject6ria (que para uma dada 

posi~iio inicial pode ser dada por p). determinam em que medida estas "cortam" a circunfer8ncia. 

Vamos assumir um valor fixo para p e usar a orienta~o das rectas Or , para fazer variar a sec~lio 

determinada por estas no circulo. E princ{pio estes parimetros, tamb6m dependem da rel~iio entre ~ e 

R. Vamos simplificar o problema ignorando esta dependencia, lsto obriga-nos, a uma vez escolhido um 

controlador, efectuar varias simu)a~OeS para detenninar 0 angu)o Or. 

Cada recta vai ser determinada por um ponto (xi"' Yr> e pela sua orientacao Or. Todos os 

intervalos de tempo espacados de h, a referencia muda sendo a nova referencia dada a partir da 

anterior. Vamos colocar as rectas com o ponto inicial fora da circunferencia se o vefculo esta dentro e 

vice-versa. Podemos assim apresentar o seguinte algoritmo. 

Figura 5.10 - Pardmetros da recta de referencia. 

(5.44) 

No caso em estudo vamos efectuar a simplifica~iio de coosiderar, que o limite dado por (5.42) 

imp0e o intervalo h. Para uma velocidade V()o a circunferencia de raio R e percorrida no tempo 21CRlvo. 

Ou seja, teremos o intervalo h, dado por: 
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Consideramos aqui a traject6ria de referencia dada por uma recta percorrida com velocidade 

constante de l mis. 0 segmcnto de recta an como ponto inicial a origem e 45° de orien~io. 0 

5.S.1.1 Referencia: recta a velocidade constante. 

5.5.1 Seguimento de caminhos 

Os diversos esquemas de controlo propostos na sec~ao anterior foram testados recorrendo a 

simulacoes. Para tal, utilizaram-se as facilidades de constru~iio de modelos de simulacao disponfveis no 

software Simulink™ /Matlab™ [Matlab92]. 

5.5 Slmulacao 

Os incrementos angulares no ponto 3 estio considerados para uma curva percorrida no sentido 

retr6grado. 

(5.52) 0,. =&,_1-A& 

(5.51) Ym = sin(4>n) -r _total 

(5.50) Xm = cos(+n)·r _total 

(5.49) 

3. Todos os instantes de tempo mdltiplos de h, ou seja todos os t0= t,..1+h, temos uma 

referencia dada por Xm, Ym e am . Estes sio calculados atraves de: 

(5.48) Yt0 = sin(+0)·r _total 

(5.47) x10 =cos(+0)·r _total 

(5.46) 

2. 0 primeiro ponto da recta e dado por: 
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Figura 5.12 - Velocidade linear e angular. Figura 5.11 - EvolufiiO do erro. 
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Podemos ver nas figuras seguintes a evolu1tiio dos erros e da traject6ria para os instante iniciais 

(primeiros 1.3 s) e para cerca de 20s de simul~iio. 

Tabela 5.1 - Ganhos dos controladores PID. 

e_ eo. 

Ko 20 5000 

Ki 5 10 

Kd 5 10 

vefculo possui um erro inical de velocidade (esta parado), de posi!(lio em x de O.lm e um erro de 

orien~ao de -15°. 

Os ganhos dos controladores PID foram escolhidos, com base em varias simul~oos e nos 
valores usados no vefculo real (manteve-se aproximadamente uma rela~ao semelhante a usada no Po- 

Robot). 



135 

Figura 5.14 - Erro e traject6ria com ganho J(X) (erro inical de 90°). 
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Verificamos que, ap6s corrigir o erro inicial em orien~iio, o vefculo tende para a recta de 

referencia muito mais lentamente. De facto, mesmo com 20 s de simul~iio ainde subsiste erro em 

posi~iio. Isto deve-se ~ rela~Cies entre os ganhos, o valor elevado do ganho proporcional para o erro em 

orienta~iio face ao de posi~io, impede grandes altera~0es na orien~io para corrigir a posi~iio. Esta 

rel~io tem de ser elevada ,sob pena de ao pennitinnos grandes vari~Oes em 9, podermos ter situ~Oes 

de instabilidade. Nas figuras seguintes, podemos observar as traject6rias para diferentes valores do 

ganho proporcional para e8 (os restantes valores permanecem inalterados) e para um erro de orienta~iio 

inical de 90". 

Figura 5.13 - Traject6ria percorrida {continua} e referimcia (tracejado) para J.3s e 20 s .. 

T...;9ct6ria Tlljecl61ia 
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o. 

o. 

0. 
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0 
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0 0.6 0.8 5 15 20 
x(m) x(m) 
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nuJos. 

2Para os valoru cxlCnnamcnle baixos admiss(veis nlo regislDU melboria signifieuiva no comportamento face a ganbos 

A referencia considerada neste caso, foi uma circunferencia centrada na origem de raio 10 m e 

percorrida com uma velocidade linear constante de 1 mis. A posi~iio inical do vefculo foi no ponto (6.9; 

6.9) e niio tinha erro inical de orientacao, 

A escolha dos ganhos levou a valores baixos para o ganho proporcional, face aos usados em 

recta, devido a instabilidade. Igualmente obtiveram-se valores muito baixos para os ganhos derivativos 

e integrais, dai terem para estes sido escolhido o valor nulo2. 

S.S.1.2 Referencia: arco de circunferencia 

Note-se a influencia do ganho proporcional em q, nas figuras anteriores para erros de orien~ao 

iniciais elevados. Seo valor do ganho for baixo face ao ganho em eP, temos situa~s de instabilidade 

para erros de orienta~iio elevados. A grande rela~ao existente, permite dar robustez face aos erros de 

orienta~iio, 0 que em situ~OeS praticas C preferfvel face a precisiio de seguimento. 

Figura 5. 15 - Erro e trajectoria com ganho 5000 ( erro inical de 90°). 
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Neste caso, utilizamos como referencia uma recta percorrida a velocidade constante (1 mis) com 

inicio na origem e com pf2 de orien~ao. 0 vefculo possui erro inicial em posi~ao, orienta~ao e em 

velocidade. 0 estado inicial e: x = 0, y = -0.1, e = 0, v = 0 e (I) = 0. 

Os ganhos dos controladores PIO para e• e ed foram ajustados com base em varias corridas, 

sendo neste caso: 

5.5.2.1 Referencia: recta com velocidade constante 

5.5.2 Alvo de referencia 

Figura 5.16 - Erro e trajectoria para circunferencia 
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Em seguida podemos observar a traject6ria efectuada bem como a evolucao dos erros. 

Tabela 5.2 - Ganhos dos controladores PID. 

e. e .. 

KP 0.00001 0.0008 

Ki 0 0 

Kd 0 0 
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Figura 5.17 - Trajectoria percorrida 
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Na figura seguinte podemos observar a tracejado a referencia e a continuo a trajcct6ria cfcctuada 
pelo robot. 

Tabela 5.3 - Ganhos dos controladores PID. 

e, e .. 

KD 30 20 

Ki 5 5 

Kd 5 0 
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Nesta experiencia, tomou-se como referencia a circunferencia usada no seguimento de caminhos 
(raio 10 e velocidade 1 mis). Utilizaram-se apenas controladores proporcionais. 

5.5.2.2 Referenda: arco de circunferencia 

Figura 5.19- Evoluriio do erro. 
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Figura 5.18 - Evoluriio da orientap'Io e velocidade. 
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Em seguida, podemos observar a evolu~ao dos erros e da velocidade, 

Figura 5.20 - Trajectoria para alvo virtual com arco de circunferencia. 

x(m) 
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·10 
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5 
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Para os ganhos dados na tabela anterior, a traject6ria obtida foi a da figura seguinte. 

Tabela 5.4 - Ganhos dos controladores PID. 

e,, e ... 

KP 0.0001 O.ot 
Ki 0 0 

Kd 0 0 
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Figura 5.22 - Traject6ria com ganhos reduzidos JO vezes. 

x(m) 
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Observando a traject6ria anterior, nota-se que o veiculo efectua uma excursao elevada fora da 

cricunferencia, Com os valores de ganho escolhidos, inicialmente o veiculo aproxima-se da 

circunferencia, mas, como nao consegue corrigir rapidamente erros de orienta~o. acaba por descrever 

uma curva externa l refer8ncia. Note-se que para a resposta se tomar mais nipida, teriamos que 

aumentar os ganhos, mas tal leva a instabiliclade. Reduzindo os ganhos I 0 vezes conseguimos obter 

uma solu~iio de compromisso (figura seguinte). 

Figura 5.21 - Evolufiio dos erros e da velocidade. 
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Nesta experiSncia, definiu-se como referencia uma recta diagonal, a ser percorrida com 

velocidade constante de 1 mis. 0 vefculo possui um erro inicial em x de 0.2. e de 1t/10 rad em orientaeao. 

0 erro foi linearizado para 10 valores de eq, com espacamento decrescente, isto 6 consideraram- 

se intervalos mais pequenos para erros em tomo de 0 ja que o erro e na maior parte das vezes pequeno. 

0 erro em velocidade foi linearizado para 6 valores, e em regime pennanente para os casos em estudo 

(com velocidade constante) s6 um ponto e escolhido. 

Para os pesos da matriz Q, escolhemos priveligiar o seguimento do percurso, face ao erro em 

velocidade linear e angular. Um aumento significativo do peso para o erro de orientacao (q33), traduz-se 

por um lado numa melhor recuperacao de erros de orientacao, e por outro, so seguimento de uma 

traject6ria paralela a pretendida Ga que que o controlador "resiste" a introduzir erros de orientacao 

necessaries para eliminar os erros de posicao). Temos pois, que efectuar um compromisso entre erros 

de posiylio e orientacao. 

Ap6s varios testes escolhemos para Q: q11=100, q22=100, q33=10, q44=1 e q5s=I. Para estes 

pesos podemos oservar na figura seguinte a evoluyiio do erros de estado (com excepyao de ro , neste 

caso pouco relevante) para cerca de 5s de simulayio. 

S.S.3.1 Referenda: recta com velocidade constante 

S.S.3 Escalonamento de ganho 

Figura 5.23 - Erros e velocidade para redufiiD nos ganhos. 
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Figura 5.25 - Evoluftio de a. v, (I) e comutafoes do escalonador. 
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Nesta figura verificamos que os erros em posi~io tenedem para zero, assim como o erro em 

orientacao. Devido, ao pouco peso do erro em v, este · erro nao converge inicialmente para zero, 

diminuindo posterioremente a uma taxa muito inferior a dos erros de posi~io. Nas figuras seguintes 

podemos observar a evolu~o das velocidades, da onenracao, a traject6ria do vefculo e um gnifico com 

as comu~oos efectuadas pelo escalonador de ganho. Neste grafico esta representado o indice de 

escolha da matriz Kc no conjunto de matrizes determinadas a priori. 

Figura 5.24 Erros de estado. 
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Figura 5.27 - Trajectoria do ve(culo para 20s de simulafilo, (conunuo) e referencia (a 
tracejado). 
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Observando a figura anterior, obscrvamos quc inicialmente o vefculo corrige a oricn~ao e 

posteriomcnte com~ a aproximar-sc da traject6ria dcscjada. Isto podc-sc verificar, com o grafico da 

traject6ria para um periodo mais longo da simulayao. 

Figura 5.26 - Trajectoria percorrida (conunuo) e referenda [tracejado), 

3.5 3 2 1.5 0.5 0 

0 

1. 

2 

2. 

3. 

3 

Pelo grafico das comutaeoes, verificamos que o escalonador de ganho tende a estabilizar em 

tomo de um indice. Este, corresponde l lincariza~io em tomo de zero (em erro de v e 0). 
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Note-se que apcsar de nio existir nenhuma referencia nominal angular, i.e. o robot tenta seguir 

em linha recta, a variai;i(> da recta de referencia, faz com que o vefculo percorra uma circunf erencla, 

Figura 5.28- Trajectoria percorrida (cominuo) e arco de referencia (tracejado), 40 rectos. 
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Para ilustrar o metodo de seguimento de traject6rias genCricas apresentado na secyio 5.4.4, 

utilizamos o controlador de escalonamento de ganho para seguir rectas e uma referencia constitu{da por 

uma circunf erencia precorrida a velocidade constante. A matriz de peso Q, foi alterada por forma a 

pesar mais fortemente o erro em orien~io (q11=q22=10, q33=1000, q44=q5s=l), ja que, e agora 

necessario que o vefculo consiga rapidamente atingir a orientacao da rectas aproximantes. 0 estado 

inicial do vefculo foi (6.9, 6.9, -pi/4, 1, 0), e subdividiu-se a circunfereneia de raio 10 em 40 rectas 

aproximantes. 0 parimetro p foi escolhido como sendo 0.1. 

Na figura seguinte, podemos observar a traject6ria percorrida pelo vefculo. 

5.5.4.1 Referenda: arco de circunferencia 

5.5.4 Referencia variavel 

O ve{culo acaba por fazer algumas oscila~6es em tomo da recta dew referencia, o que se traduz 

por vari~6es nos erros de posi~io. Estes erros tendem para zero com o tempo, correspondendo ao 

amortecimento das o~s na traject6ria. 
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Na figura seguinte. podemos observar a evol~io da orien~ e da velocidade, bem como as 

comu~Oes efectuadm pelo controlador . 
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Figura 5.30 - Controlos. 
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Figura 5.29 - Componentes do erro. 
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0 vefculo vai no entanto, acabando por acumular um erro de orienta~io, que faz com que, uma 

vez comecando dentro do arco, acabe por tenninar fora. Este erro, acumula-se devido l curva ter 

sempre o mesmo sentido e o vefculo nio conseguir anular completamente o erro de orien~io (pois 

nio tern controlo nominal angular). 

Podemos verificar nas figuras seguintes a evolu~io de algumas componentes do erro, bem como 

os sinais de controlo. Nestas figuras esta bem patente a introdu~io de perturbaeoes descontfnuas nos 

erros, causadas pela ~io da recta de referencia, 
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x 

Figura 5.32 ~ Traject6ria percorrida ( contfnuo) e arco de referencia (tracejado), 80 rectos. 
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Verificamos que a orienta~iio decresce de fonna quase rectilinea. Em cada recta, o controlador 

faz tender a velocidade angular para zero, no cntanto as descontinuidades introduzidas pcla alte~io da 

refersncia fazem com exista uma velocidade angular media niio nula. Velocidade angular esta, que 6 

responsavel pcla curva descrita pclo robot 

Efectuando a mesma simul~iio, mas agora com o dobro das rectas de aproximacao (80), 

obtemos a traject6ria da figura seguinte. 

Figura 5.31 ~ Algumas componentes do estado e comutafoes do escalonador. 
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Figura 5.35 - Traject6ria com 20 rectos. 

x 
10 0 5 ·5 -10 

/ 

/ / 

~ 
I 

. \' 
\ 

( 

10 

y 8 

6 

4 

2 

0 

·2 

-4 

-6 

·8 

-1 
·15 

T raject6ria 

10 

Figura 5.34 - Traject6ria com JO rectas. 
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Verificamos que o aumento de perturbacces ( varia~Cies de referencia) acaba por se traduzir 

numa traject6ria que no final, afasta-se mais da circunferencia de referencia. Isto deve-se ao excessivo 

efeito das descontiouidades introduzidas. 

0 compromisso entre elevado numero de vari~0es de referencia (melhor aproximacao da 

traject6ria original por estas) e os efeitos negativos do numero excessivo de descontinuidades 

introduzidas no erro tern de ser levado em conta. 

Para valores inferiores de variacoes de referencia, (por exemplo 20 rectas), a circunferllncia 

niio e suficientemente aproximada pelo que a traject6ria descrita e bastante poligonal. 

Figura 5.33 - Componentes de estado, controlos e comutafoes para 80 rectas. 
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Na figura seguinte, podemos observar os controlos, as comu~0es do escalonador, a orien~o 

e as velocidades. 
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Figura 5.37 - Erros e comutacoes para 30 rectas. 

Ao analizarmos os erros (pr6xima figura), para este caso, verificamos que estes encontram-se 

mais limitados do que nos casos anteriores. 

Figura 5.36 - Trajectoria percorrida (continuo) e arco de referencia (tracejado), 30 rectas. 
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Em seguida apn:sentamos a traject6ria para urn valor de compromisso entre fidelidade a 
circunferencia e precisio, com 30 rectas de aproximacao, 
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O controlador baseado em seguimento de caminho apresentou resultados satisfat6rios. No 

entanto, a necessidade de uma grande rel~o. entre os ganhos para o erro em angulo e distincia, faz 

com o sistema se tome muito conservador. Este facto e particularmente salientado na comparacao da 

resposta para uma recta com o esquema de alvo de referencia, Uma possfvel solu~ao para tomar o 

sistema menos conservador, seria alterar dinamicamente os valores dos ganhos. Com erros de 

orien~iio muito reduzidos poder-se-ia aumentar os ganhos para o erro de distancia. Isto 

corresponderia a um escalonamento de ganho, e foi adoptada na secirao 5.x.x uma estrategia similar. 

0 seguimento de alvo de refersncia alem de responder mais rapidamente, apresenta a vantagem 

de ser sensfvel a perturbacoes de velocidade, ja que o erro desta influencia o controlo. Para o caso de 

arcos de circunferencia, as vantagens desta abordagem face a anterior nao sao tao evidentes. A 

possibilidade de instabilidade leva a que qs ganhos tenham de ser muito baixos em ambos os casos. 

Devido ao seu valor sistema torna-se muito lento na resposta. Nota-se particularmente uma grande 

sensibilidade a perturbecoes em orientacao. 

A abordagem de escalonamento de ganho e regulador linear quadratico apresenta face as 
estrategias anteriores, a vantagem de ser mais robusta e de os erros serem minimizados de acordo com 

uma fun~ao custo prC-estabelecida. De facto, se o namero de pontos de linearizairao for suficiente para 

cobrir a gama de funcionamento e, em cada intervalo considerado o sistema (neste caso o erro) for 

aproximadamente linear, o controlador e estavel. Muito embora niio se possa garantir a estabilidade 

global dadas as niio-linearidades introduzidas pelas comutacoes, verificou-se que o controlador e 
bastante robusto a erros niio s6 de posiiriio mas tambCm de posiirao. 

Este controlador foi usado para implementar o esquema proposto de seguimento de uma 

referencia variavel. Para a referencia utilizada (circunferencia), verificou-se a existencia de um valor 

6ptimo para o mimero de intervalos onde se considera a linearizacao (mimero de rectas aproximantes). 

Se o numero de rectas de referencia for muito pequeno, a traject6ria descrita e diferente da original. Se 

for demasidado elevado, siio introduzidas muitas perturbacoes ao sistema. Estas descontinuidades 

degradam a resposta do vefculo. Note-se que a abordagem seguida pode ser aplicada a uma curva 

generica (como por exemplo as clotoides referidas no capitulo anterior). No caso particular da 

circunferencia, poder-se-ia ainda estudar a.possibilidade de incluir um valor nominal para o controlo 

diferencial. 

5.5.S Discussio 
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Devemos notar que o tratamento do atrito em rob6tica m6vel e muito pouco usual, pelo que o 

estudo aqui efectuado constitui mais uma base para posteriores desenvolvimentos. Nao se encontrou 

nenhuma referencia onde fosse analisado o problema das rodas livres (estas quando existiam cram 

assumidas como ideais), pelo que os modelos apresentados formam um primeiro passo no sentido do 

estudo deste problema. 

0 facto de niio se usarem estes modelos mais complexos, nomeadamente os modelos com atrito 

no decurso do trabalho para 0 controlo do vefculo, deveu-se a inexistencia de valores numericos para 

estes. Nao foi possfvel obter uma descri~ao pnitica da forca de atrito devido a inexistsncia de 

equipamento necessario e de tecnicas experimentais para obter esta descricao. Um trabalho importante 

que surge na sequencia do que aqui e exposto e, pois, o desenvolvimento de tecnicas experimentais e de 

mecanismos que permitam obter experimentalmente as fun~Cies de atrito (algo que e muito pouco 

conhecido e geralmente s6 usado na investig~io desenvolvida pela industria autom6vel). Os modelos 

para as rodas livres possuem ainda muitas incertezas devido ao caracter nio determinlstico e de diffcil 

caracteri~iio do fen6meno. Muito mais teni que ser feito neste campo, nomeadamente a 

• Obten~iio de um modelo dinimico para o vefculo, 
• Constru~iio de modelos para as rodas livres. 

• Constru~iio de modelos para o atrito. 

• Anillise das questOes de referencia no problema de controlo. 

• Apresentalyiio de esquemas de controlo baseados em modelos dinimicos. 

• Apresentacao de um metodo para seguimento de refersncias genericas, 

No trabalho efectuado podemos salientar varies pontos: 

CONCLUSOES 

CAPITuL06 
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caracterizacao do rufdo que afecta o comportamento das rodas de apoio, a Inclusao dos seus efeitos 

directamente na dinllmica do ve{culo e a obteni;ao de modelos de segunda ordem (dado que queremos 

modelizar a einematica e a dinamica destas) para as rodas livres. Eventualmente ter' de se fazer um 

estudo para diferentes superffcies de apoio e para diferentes manobras. Uma vez que este assunto nao e 
usualmente focado nos trabalhos em rob6tica m6vel, existe uma vasta area a ser estudada em 

desenvolvimentos futuros. 

Tendo como base os modelos obtidos no capitulo 2, efectuaram-se experiencias de identificai;ao 

por forma a encontrar um modelo experimental do vefculo relativamente simples. Encontrou-se uma 

grande discrepancia entre os valores obtidos para os parimetros dos modelos experimentais e aqueles 

calculados te6ricamente. Esta diferenea deveu-se em grande parte a falta de informacao precisa por 

parte do fabricante e a impossibilidade de medic certas grandezas que s6 foram aproximadamente 

estimadas no calculo te6rico, como por exemplo os dados dos motores e a distribuii;ao de massa. Para o 

estudo do controlo do vefculo, consideraram-se os modelos obtidos experimentaJmente, dado serem de 

muito maior confianca, 

Ao procedermos a analise das quest0es de referencia efectuou-se a ponte entre as questoes de 

controlo e de planeamento, definindo um enquadramento para o problema de controlo que, por um 

lado, satisfaz as exigencias de flexibilidade e desempenho em missoes e, por outro, permite uma sfntese 

mais eficaz de controladores. Assim, definiram-se modalidades de controlo por subdivisao da 

referencia em segmentos tipo. Poder-se-a de futuro alargar o tipo de trocos definidos (por exemplo com 

anticlotoides [Aeury92]), se for necessario efectuar manobras impossiveis de obter com os actuais. 

Foram estudadas tees abordagens para a resolui;ao do problema de controlo. Na primeira, 

recorrendo-se a controladores PIO, apenas o seguimento do percurso era efectuado. Na segunda 

utilizou-se uma estrategia semelhante ao controlo de mfsseis para atingirem alvos em movimento, onde 

se seguia um alvo de referencia virtual. Este esquema de controlo apresentou a vantagem de efectuar 

tambem o seguimento de velocidade. Por fim, apresentou-se um esquema baseado na linearizacao da 

dinamica do erro e no escalonamento de ganhos. Estes ganhos foram obtidos por resolucao do 

problema linear quadratico. Este esquema apresentou, como principal vantagem face aos anteriores, o 

facto de ser mais robusto a erros de orientacao alem de efectuar o seguimento de toda a traject6ria. 

A tftulo de exemplo, foram apresentados os resultados de simulacao para algumas das 

modalidades propostas no capftulo 4. 

Uma vez que o modelo do erro, mesmo linearizado, e para muitos casos (referencias) variante no 

tempo, sugeriu-se uma estrategia tendo em vista aplicar controladores para seguimento de rectas 

(nomeadamente o obtido por escalonamento de ganho e LQR), para se obter o seguimento de 

referencias genericas, Nesta estrategia, aproveitou-se o facto de o vefculo, ao convergir para a recta de 

referencia, efectuar um percurso curvilfneo. Aproveitando a resposta do vefculo e fazendo aproximar a 

refersncia por rectas de refereocia vari,veis no tempo, obteve-se o seguimcnto da traject6ria original. 
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Como exemplo de apli~ao deste metodo apresentou-se o caso da circunferencia pcrcorrida a 

velocidade constante. 

Os tres esquemas de controlo apresentaram resultados satisfat6rios em simula~ao. o que coincide 

em parte com o conhecimento pratico da sua apli~ao no veiculo real [Po-Robot94]. 0 metodo de 

seguimento de referencias variaveis mostrou excelentes capacidades para o caso apresentado, tanto 

mais que a estrategia de obtencao de rectas aproximantes foi bastante simples. De futuro, poder-se-a 

aplicar este metodo a outras modalidades de referencia, Pode-se tambem melhorar o algoritmo de 

obtencao das rectas levando em conta as particularidades do controlador de rectas e a resposta do 

vefculo de forma mais detalhada. 

Os modelos mais complexos, apresentados inicialmeote, poderao tambem, de future, servir de 

base a desenvolvimentos na area do controlo do veiculo, tendo em vista a obtencao de desempenhos 

cada vez maiores. 

Temos de referir que parte dos algoritmos de controlo forom jli implementados no vefculo real 

[Po-Robot94], [Silva94], e que o trabalho aqui apresentado teni a sua continuidade pratica, no ambito 

dos projectos de investiga~ao em que o autor esta envolvido. 

0 presente trabalho apresentou tecnicas e sugeriu metodologias para o estudo de um certo tipo 

de veiculos aut6nomos, trabalho este que posteriormente podcra ser estendido a outro tipo de vefculos, 

ou que podera ser desenvolvido no sentido de se obter um melhor desempenho e maior aplicabilidade 

de vefculos aut6nomos. 
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Momenta de inercia do veiculo em torno do eixo vertical quc passa pelo ponto 0. 

Momento de inercia das rodas motrizes cm torno do scu eixo de ro~io. 

Constantes elcctricas do motor 1. 

faul Factor de aceleracao, define o tipo de referencia, 
fcurv Factor de curvatura, define o tipo de referencia, 

fe Factor de escorregamento, usado para medir a o escorregamento global do vefculo. 
g Valor da aceleracao da gravidade (= 9.8m·s-2). 

h Distancia entre o ponto de apoio de uma roda livre e o ponto 0 ou, avanco do alvo de 

referencia ou, intervalo (de tempo ou espaco) entre pontos de comutacao no metodo 
de seguimento de ref erencias variaveis. 

hr Distancia entre rectas aproximantes no metodo de seguimento de refersncias 
variaveis. 

E{x<t>} 
e 

Erro de velocidade linear. 
Erro de velocidade angular. 

Erro de orien~io no metodo de refersncia virtual. 

Erro de posi~io, distincia entre a posi~o actual ea posi~ de referencia (ou alvo). 

Vector erro. 

Valor "medic" do valor esperado de x (t), i.e. limN-+-...!._ f, E{x(t)} 
N t=t 

l-aproxl. 2 Fun~Oes de aproximacao no metodo de aproximacao de referencias variaveis. 

ARX Modelo autoregressivo. 

A Mattiz da parte linear do modelo sem escorregamento do vefculo. 

Ad Mattiz do modelo discrete obtido por discre~ do modelo sem escorregamento. 

a Acele~iio linear do robot. 

B Mattiz da parte linear do modelo sem escorregamento do veiculo. 

Bd Matriz do modelo discreto obtido por discreti~o do modelo sem escorregamento. 

b Distancia entre o ponto 0 e o ponto medio nas rodas. 

c 1 a c8 Constantes do modelo do robot sem atrito. 

d1 a d5 Constantes do modelo do robot com atrito. 

e, Erro de distincia. distancia entre a posi~o actual e o percurso de referencia, 
e9 Erro de orienta~io diferenca angular entre a orient.a?<> actual e a da referencia ou 

erro de orien~io no metodo de seguimento de caminhos (diferenca entre orien~io 

actual e tangente a traject6ria no seu ponto mais pr6ximo). 

APENDICE A - NOTA~AO E ABREVIATURAS 
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Constantes electricas do motor 2. 

Constante de binlhio do motor (genericamente 1 e 2). 

Largura das rodas motrizes ou inductincia dos motores. 

Regulador linear quadnitico gaussiano. 

Regulador linear quadratico ("Linear Quadratic Regulator"). 

Recuperacao de ganho de malha ("Loop Transfer Recovery"). 

Massa total do vefculo. 

Sistema multipla entrada, multipla safda ("Multiple-Input Multiple-Output"). 

Ponto situado no no meio do eixo traseiro de ~ do robot. 

Distincia entre ponto de comutacao de refersncia e recta de aproximacao no metodo 

de seguimento de referencias variaveis. 

Controlo Proporcional-Integral-Derivativo. 

Matriz de peso do estado na func;io de objectivo do LQR. 

Matriz de peso do controlo na func;io objectivo do LQR. 

Raio instantaneo de curvatura. 

Resistencia intema do motor (genericamente 1 e 2). 

Raio das rodas motrizes. 

Sistema de uma entrada e uma safda ("Single-Input Single-Output"). 

Instante de tempo correspondente a posic;ilo mais pr6xima da referencia 

Instante de tempo para o qual comeca um dado troco da traject6ria ("offset"). 

Tensio no motor. 

Vector de controlo. 

Controlo (referencia) para o motor 1. 

Controlo (referencia) para o motor 2. 

Valor nominal dos dois controlos. 
Valor nominal de u 1• 
Valor nominal de u2• 

Vector de estado. 

Coordenada x da posi~io do robot (ponto 0). 

Coordenada x da posicao na referencia mais pr6xima da posi~io actual do vefculo, 

Coordenada x da posic;ao do alvo de referencia, 

Coordenada x da referencia em posic;io. 

Coordenada y da posic;io do robot (ponto 0). 

Coordenada y da posic;io na referencia mais pr6xima da posic;io actual do vefculo. 

Coordenada y da posic;ao do alvo de referencia 

Coordenada y da referencia em posic;io. 

Veloeidade linear do robot v 

y 

Yp 

Ya1vo 

Ym 

x 

x 

u 
u 

SISO 

r 

PID 

Q 
R 

R 

f1.k2 
kt 

L 

LQG 

LQR 

LTR 

M 
MIMO 

0 
p 
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ro Velocidade angular do robot. 

A.1 Escorregarnento ("slip"), medida do escorregamento da roda I. 
A.z Escorregamento ("slip"), medida do escorregamento da roda 2. 

µ Coeficiente de atrito. 

µd Coeficiente de atrito dinamico. 

µ1 Coeficiente de atrito estatico, 

µdt Fu~o que descreve o coeficiente de attito da roda l (determinada empiricamente). 

µ42 Fun~lio que descreve o coeficiente de atrito da roda 2 (determinada empiricamente). 

µL Fun~lio que descreve o coeficiente de atrito lateral (determinada experimentalmente). 

0 Angulo de orienta~lio do vefculo (medido em rel~io ao eixo xx' no sentido directo). 

e, Angulo da tangente ao percurso no ponto mais pr6ximo deste do robot. 

0,ef Referencia de orientacao. 

0 Velocidade angular do vefculo. 

0 Acele~lio angular do vefculo. 

~ V ariavel de estado usada nos modelos para as rodas livres ou, factor de descricso da 

resposta de um controlador para rectas, no metodo de seguimento de referencias 

variaveis. 

variaveis, 

a 
WMR 

Velocidade linear da roda motriz 1. 

Velocidade linear da roda motriz 2. 

Robot m6vel terrestre com rodas ("Wheeled Mobile Robot"). 

Aceleraejo angular do vefculo. 

Angulo entre rectas de aproximacao no metodo de seguimento de referencias 

variaveis. 

~eMAX Angulo maximo entre rectas de aprox~lio no metodo de seguimento de refersncias 
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Teorema: 

• Se o sistema linearizado 6 estritamente estavel (todos os valores pr6prios de A estao 

estritamente no semi-piano complexo esquerdo), entio o ponto de equilibrio e 
assimpt6ticamente estavel para o sistema original (localmente). 

• Se o sistema linearizado 6 mstavel, entio o ponto de equilibrio 6 instaivel para o 

Sistema original. 

• Se a apro~ linear 6 marginalmente estavel (i.e. se existir pelo menos um valor 

pr6prio de A no eixo jm), entio nio se pode concluir nada quanto ~ estabilidade local 

do sistema original.''"'""'"""'' ·' 

6 designado por uma lineariza?<) do sistema original, em torno do ponto de equilibrio 0. 

Existe um teorema importante sobre a Iineari~io de sistemas nio-lineares, que relaciona a 

estabilidade local do sistema original, com a da sua Iineari~io. Este teorema (frequentemente 

designado de Segundo m6todo de Lyapunov), fomece a base para 0 USO de metodos de controlo lineares 

em sistemas nlio lineares. Basicamente, exprime a ideia de que se um sistema pode ser aproximado 

localmente por um sistema linear, entio as suas propriedades de estabilidade local serlio dadas pelas da 

sua aproximacao linear. Temos entio o teorema: 

(B.4) i=Ax 
entio o sistema: 

(B.3) A=(df) ax x=O 

Na expressio anterior, f.(x) denota os termos de ordem superior a um. Se construfrmos a matriz 

constante A, como sendo o Jacobiano de fem rela~io a x no ponto 0: 

e assuma-se que f(x) 6 contfnuamente difereneiavel. Podemos escrever a dinimica do sistema em torno 

do ponto de equilibrio o, efectuando a expansio em serie de Taylor do sistema. 

i=(:) x+f0(x) (B.2) 
r-0 

(B.l) i=f(x) 

Considerc-se o sistema aut6nomo: 

B.1 Lineariza~o (metodo ind.irecto de Lyapunov) 

APENDICE B - CONTROLO DE SISTEMAS 
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No controlo PID temos que ajustar 3 parametros do controlador: KP, Kd e Kr Estes tres 

parametros determinam a influencia das componentes proporcional, derivativa e integral no controlo. A 

componente proporcional fomece o ganho do controlador, o seu efeito e o de tentar acompanhar o sinal 

de referencia, A componente derivativa aumenta a rapidez do sistema, tendo caracter antecipat6rio ja 

que tenta prever qual vai ser o erro futuro. E importante nas fases transit6rias do controlo (em altas 

frequencias), A componente integral tern por objective, eliminar o erro em regime premanente, ja que o 

seu efeito continua a fazer-se sentir mesmo quando o erro instantaneo e nulo. 

0 principal problema deste tipo de controlador 6 a determinacao dos valores dos parametros, 

embora existam alguns metodos para a escolha destes (como por exemplo o metodo Ziegler-Nichols), a 

sua escolha e quase sempre feita experimentalmente, fazendo-os variar ate que o sistema possua as 

caracterlsticas desejadas. Outra limi~ilo, 6 a sua dificuldade de aplic~ao a sistemas com varias 

entradas e varias safdas (MIMO -"Multiple Input Multiple Output"). Se num sistema multivariaivel for 

poss{vel separa-lo num conjunto de sistemas SISO (nilo existir nchuma correl~ilo entre as diversas 

entradas e safdas, a cada entrada estar apenas relacionada uma safda), entio podem-se aplicar varios 

(B.5) u = K ·e+ Kd ·e+ K- f' e-d: P •Jo 

A tecnica de controlo mais simples de aplicar e tambCm a mais comum nas mais diversas 

aplic~6es de controladores, 6 o PIO. Este tipo de controladores aplica-se a sistemas SISO ("single 

input-single output", apenas uma entrada e uma safda), Para os aplicarmos a um sistema rnultivariavel 

(como 6 o caso), necessitamos de desacoplar as variaveis de estado do sistema. Esta aproximaejo de 

que as equ~ dinimicas podem ser desacopladas, pode ser ou Bio viavel, conforme o tipo de 

pres~ao pretendida por parte do vefculo. 

Designando por e, o erro na safda, com este tipo de controlador o controlo 6 dado por: 

B.2.1 Controlo Proporcional-Integral-Derivativo (PID) 

B.2 Controlo de sistemas lineares 

Assim, se obtivermos uma lineari~ilo estavel do sistema, podemos usar um controlador linear 

(sintetisado segundo metodos de controlo linear), que tera um comportamento satisfact6rio (incluindo a 

estabilidade) desde que o sistema esteja suficientemente pr6ximo do ponto de lineari~. Aqui, o 

problema reside em se saber qual 6 a vizinhanea em que se pode considerar a aproximacao como 

aceitavel e, eventualmente na necessidade de imimeras aproxim~. para poder cobrir toda a 

dinfunica do sistema original. 
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onde x• ea traject6ria 6ptima (valores do estado do sistema, ao longo do tempo que minimizam a 

fun~io custo ). 

Como condi~o necessma para que u• seja o controlo Optimo, temos quc u• maximi7.8 H, logo 

pelo princfpio do mhimo de Pontryagin teremos: 

(B.12) 

onde p e a variavel adjunta. A equ~io adjunta deste problema de controlo 6ptimo e: 

-p= fill =ATP+QTx• 
~x 

(B.11) 

Da teoria de controlo 6ptimo o pseudo-Hamiltoniano sera dado por [Jamshidi92]: 

H =PT[ Ax+ Bu J+t[ XT Qx+uTRu] 

(B.10) x=Ax+Bu 

Estas matrizes pesam o esforco de controlo e o estado, na fun~io objectivo. 

A dinamica do sistema e descrita por: 

(B.9) 

(B.8) 

As matrizes Q e R sio simetricas e satisfazem (sio positivas semidefinidas e positivas definidas 

respectivamente ): 

(B.7) 

que minimize a fun~io custo: 

(B.6) 

0 problema regulador linear quadratico (LQR, "Linear Quadratic Regulator") toma a sua base 

na teoria de controlo 6ptimo. No controlo LQR estamos interessados em encontrar uma lei de 

realimen~o de estado para o controlo u, na forma: 

B.2.2 Regulador Linear Quadratico Gaussiano (LQG/LQR) 

controladores PID. Se por outro lado tivermos a si~io usual de variiveis de estado acopladas, entao 

a aplica~o de varies PID pode produzir resultados nio satisfat6rios. 

No caso do nosso sistema, este alem de ser multivariave! e tamb6m nio-linear, pelo que o 

problema e ainda mais complexo. A apli~o deste tipo de controlo tera de ser verificada pelos 

resultados obtidos, podendo-se comparar estes resultados com os decorrentes de outras estrategias de 

controlo. 
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0 problema reside na derivada da referencia, se a refereneia for constante e logo :i:rer for nula, a 

dinamica do erro e a mesma do sistema, pelo que se pode realimentar o erro e o regulador sintetisado 

levara o erro para zero (efectuando desta forma o "tracking"). 0 problema pc;e~sc quando a referencia e 
variantc no tempo. Neste caso, a dinlmica do erro nio 6·a mesma do sistema para o qual foi calculada a 

(B.17) e=Ax+Bo-:i:re1 

Pelo que teremos a dinamica do erro dada por: 

(B.16) e=x-xrer 

Temos desta forma determinada a matriz de realimenta~ao de estado Kc e logo a lei -de 

realimen~o. 

Este metodo de controlo permite efectuar o controlo de sistemas MIMO ("Multiple Input 

Multiple Output"), exigindo apenas que sejam lineares. No caso do nosso veiculo, podera ser aplicado 

em lineari~0es do modelo, uma vez que este e nao linear. 

Geralmente, tomam-sc as matrizes Q e R por matrizes diagonais em que cada elemento da 

diagonal principal, pesa o esforeo de controlo numa dada variavel de estado (matriz Q) ou num dado 

controlo (matriz R). Desta forma, pode-se a forma como o controlador afecta cada variavel de estado e 

controlo, de uma forma simples e imediata, afectando os valores das matrizes peso. 
A estabilidade do controlo e garantida por este metodo [Maciejowski89], [Kwakemak72] nao 

scndo necessario levar em conta esta questio aquando da sintesc do controlador. Apesar de ser 

garantida a estabilidade (com margem de ganho infinita e margem de fase positiva), a margem de fase 

pode ser arbritariamente pequena, isto e, o sistema em malha fechada pode estar muito pr6ximo da 

instabilidade. Para obviar esta situa~ao existem tecnicas de recuperacao de ganho de malha (L TR , 

"Loop Transfer Recovery) [Maciejowski89), [Kwakemak72) que consistem em usar para matrizes de 

desempenho R e Q, matrizes dependentes da frequencia. 

0 metodo linear quadratico permite sintetisar, tal como o nome indica, controladores para 

resolver o problema de regula~ao (levar o sistema para um dado estado). No entanto, o problema que 

queremos resolver e um problema de seguimento ("tracking") de referencia. Os nossos objectivos niio 

sao levar o estado para zero, mas sim o erro. Este e dado genericamente por: 

(B.15) 

onde Pc satisfaz a equ~o de Ricatti: 

ATPc +PcA-PcBR-IBTPc +Q =0 

(B.14) 

eliminando u nas eq~ de estado e adjunta e fazendo p = Pc · x , podemos obter: 

K =R-iBTP e e 

(B.13) 
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realimentacao de estado e logo o seguimento deixa de ser perfcito. Quanto maior for a vari~ao da 

referencia (maior for o seu conteudo a altas frequencies), pior e para o controlador cfectuar o 

seguimento desta. E conveniente que a dinimica do sistema seja muito mais rapida do que a da 

referencia, para que o regulador possa efectuar o "tracking". 

Aquando da aplica~ao deste tipo de controladores, ter-se-a quc ter em aten~ao a referencia 

fomecida, por forma a que, esta varie lentamcnte nao afectando a performance do controlo. 
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